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H.B. 巴 格 划 洛 夫 著 的 (数学 自学 指南 》(ITpakTEaec- 
xme Sansrus Mo MareMaTHKe) 一 书包 括 “ 计 算数 学 ”、 
“代数 与 分 析 ” 和 “几何 ”三 部 分 。 本 书 是 根据 第 二 和 第 三 
两 部 分 编译 的 。 

本 书 的 特点 是 结构 新 颖 ， 内 容 充 实 ， 适 于 自学 。 每 章 开 
头 篇 要 介绍 基础 知识 ， 然 后 精 选 典 型 例题 ， 讲 解 通俗 易 懂 ， 
深入 浅 出 。 在 本 书 中 ， 凡 是 可 能 的 地 方 ， 把 习题 按 类 型 进行 
了 分 类 。 为 便于 自学 ， 例 题 与 习题 穿插 安排 ， 以 利于 读者 模 
仿 。 在 每 章 的 “综合 题 ” 中 ， 还 配备 了 对 于 进行 练习 来 说 是 
必须 数量 的 习题 ,以 加 深 读者 巩固 基础 知识 ,掌握 解 题 方法 ， 
提高 综合 运用 数学 知识 的 能 力 。 每 章 最 后 还 配 有 两 组 完全 不 ` 
同 的 自 测 题 , 读 考 可 以 所 我 检查 学 习 效 果 。 只 要 读者 有 决心 ， 
完全 可 以 在 没有 教师 讲解 或 指导 的 情况 下 ， 靠 自学 从 头 到 尾 
地 读 完 这 本 书 ， 掌 温 书 中 讲述 的 概念 与 解 古 的 方法 和 技巧 。 

本 书 可 供 高 中 学 生 、 中 学 数学 教师 、 自 学 青年 、 中 师 . 
中 专 和 中 技师 生 阅 读 参考 ， 对 于 立志 走 自学 成 材 道路 汐 社会 
青年 也 基 一 本 理想 的 渋 物 。 

A IN E TO SB € 
节 ， 在 此 表示 谢意 。 

由 于 财 间 仓 促 ， 再 加 上 编译 水 平 有 限 ， 书 中 难免 存在 缺 
点 和 错误 ， 靖 读者 批评 指正 。 

E + 
1986 年 10 月 1 日 . 


$2. 
$3, 


FR 


BEE ZARA 


ARMA ARIS ・ 
弧 和 角 的 弧 度 制 … の 
単位 圆 … m 
AER 


ide : 
. 基本 的 三 角 恒 等 式 … E 


小 测验 


。 三 角 函 数 的 周期 性 … 


ER EER 


小 测验 eem 
反 三 角 面 数 与 三 ATA 


. RETA, BUSCO ARM 


PEIL (A) een 
a te 
小 测 I 


ARRAS AM … 


> RN (UD s 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


ママ 


us Y Y Y 


$2. 


$3. 
84. 
$5. 


$6. 

$7, 
$3. 
$9. 


TON 
Sm 
- 
e 


n 
uc — vh 
Bsp ad oe 
综合 显 … 1 
小 测验 … ee (114) 
ZARRA eerren (HS) 
CARENA ere … (119) 
简 谐 振动 … ee 


小 测验 V6 veo rds doo al preree jio nés sagre reed iS en (137) 


.第 二 篇 “平面 解析 几何 


平面 上 的 向 | e venen enne nnn nnnm (138 ) 
基本 概念 和 定义 …， en ( 138) 
We HERIR p 
向 量 的 长 度 上 向 量 同 

OTTE e eA € 
AEREA S ee (157) 
两 向 量 的 数量 积 ee Ç 
直角 集 标 变换 …… 
MAER common... 
AN + ias | 
TEIBSNARUEIE 程 … eem (173) 
直线 的 一 般 方程 、 直 线 的 向 是 方程 和 典型 C 

方程 AS (173) 


$3, 


TRUE E, rr て 178 う 
EL eee e C 181) 
HORE eee (187) 
两 条 直线 的 交点 emen C190 ) 
两 条 直线 间 的 角 …- - 
两 条 直线 平行 的 条 件 … 
两 条 直线 垂直 的 条 件 > . 
。 综 合 题 … 5 ) 
小 测验 ESO ar X SO 5 
FEE: 二 次 曲 线 ee (209) 
[B] HH HH HR 
椭圆 … 
P"— 
TUS ATEO AR … s 
kid ————— anoarasa 


第 三 篇 立体 几何 


空间 向 量 es (253) 
基本 概念 、 空间 直角 坐标 系 3 ) 
空 周 向 量 的 数 量 邊 …………………・ e. 

商量 积 eee Mememme 
综合 题 … 
小 测验 ee Ae 


WAE 
$1. 
$2. 
$3. 


LES. 
$1. 
$2. 
$3. 
$4. 


HEM 
$1. 
$2, 
$3, 
$4. 
$5. 


ET] E 1b Ee nae raga. 
立体 几何 的 基本 概念 、 "— sides ons (282) 
空间 中 的 重 直 、 Re 
prior I TET 
SRT MD A a PO 
空间 直线 …………… Ss 
小 测验 … E 
多 面体 及 其 豆 面 积 … 
gu MT 
ENANA … DIEN E 
peti de p ee 

[T RE 

小 测验 ーー 


第 十 一 上 齐 旋转 体 "0S TT E 


$1. 
$2. 
$3, 
$4. 
$5. 


81. 
$2, 
$38. 


SUR ooi Md 
小 测验 


MEM 本 和 旋转 的 人 " A UTE 


多 面体 的 体积 … 
施 续 体 的 体积 … ee - 
RUE cais 


$4. 


第 十 三 竟 
$1. 
$2. 
83. 
$4. 
$5. 
$6. 


综合 题 


圆锥 的 侧 商 积 和 全 面积 eee MH 


加 人 台 的 侧面 积 和 全 面积 eee 
… (369) 


(370) 
(374) 
= C375) 
" C376) 


球面 和 它 的 部 分 的 面积 …… 


综合 题 … 
小 测验 … 


RIVERA UM ss 


… (3607 


(362) 
(364 ) 
(364) 
(366) 
(368) 


第 一 篇 ， 三 角 函 数 
第 一 章 ”三角 函数 与 三 角 函 数 的 性 质 


$1. 强 和 角 的 弧度 制 


1. 用 弧度 制度 是 的 基本 公式 


当 用 弧度 制 去 度量 弧 〈 相 应 于 它 所 对 的 圆心 角 )》 时 ， 我 
们 用 弧度 作为 度量 的 单位 ， 即 弧 长 等 于 半径 的 弧 叫 做 1 弧 
度 。 

弧 的 弧度 数 可 按 下列 公 式 计算 

+ | 

XR, a—— IE, 1— MA, RAM 
的 半径 。 

由 角度 制 变 为 弧度 制 的 公式 为 


Q.D, 


E y 
a= 89 "< (1,2) 


XE a fa BERE CO 的 度数 。 
1" 等 于 0.0175 弧 度 。 


EE AAA 


gue xc n 0,3) 


1 弧度 等 于 57°17'44. 87 x57, 3% 

[B] I) d 5-3 AMEER SRAMNE RRRA: 
l=aeR (1.40 

扇形 的 面积 等 于 扇形 的 弧 的 弧度 数 与 贺 半 径 平 方 乘积 的 


2 
Sap S. (1.5) 


2. 有 关 点 的 旋转 运动 的 基本 概念 


物体 绕 固定 轴 作 旋转 运动 时 有 两 种 不 同 的 速度 概念 ， 即 
线 速度 和 角速度 。 
物体 帮 秀 转运 动 时 网 体 上 任何 一 点 的 速度 称 为 线 速度 。 
沿 着 举 径 为 R 的 贺 作 勾 速 贺 周 运动 的 质点 的 线 速度 可 
按 下 面 的 公式 计算 。 
-= E (1.6) 
这 里 7 是 旋转 周期 ， 即 质点 旋转 一 周 所 用 的 时 间 。 
SEBA RAI CEBRA ARBOL 
系 用 下 面 的 公式 表示 。 
v= 2z Pn | aD 
每 秒 钟 内 转 的 因数 "和 旋转 周期 7 之 间 的 关系 用 下 面 的 
公式 表示 。 
r= 2.4.9 


作 勾 速 圆周 运动 的 物体 上 任意 一 点 到 轴 心 的 半径 在 一 秒 
钟 内 所 转 过 的 角度 称 为 角速度 。 角速度 用 每 秒 若干 弧度 〈 弧 
度 / 秒 ) 来 表示 。 

角速度 和 旋转 周期 7 之 间 的 关系 用 下 面 的 公式 表示 。 


aie e (1.9) 
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fü XE BE OR FLA ZA AA FO 公式 表 
示 。 D 


O= 2zn (1,10) 
到 转动 轴 的 距离 为 及 的 质点 的 线 速 度 与 它 的 角速度 之 间 
的 关系 表示 为 下 式 。 
v-oR (1,10 


作 变 速 旋转 运动 的 物体 上 任意 一 点 在 时 间 t 内 角度 の 的 
变化 速度 称 为 它 的 角速度 wo。 这 时 ， 角 速度 为 旋转 角度 9 关 
于 时 间 t 的 导数 。 

ma qe : Qu» 
角速度 可 用 弧度 / 秒 表示 。 

角 的 加 速度 e 是 角速度 ow 关于 时 间 t 的 导数 。 


e= ao: 0,13) 


角 的 加 速度 用 MED 表示 。 


1。 求 下 列 各 角 的 弧度 精确 值 : 
. 1) 240°; 2) 300^, 3) 315%, 4) 360% 
f. 按照 公式 (0.2) -得 


1) 


2) 


o o Am 
a= 180° *240 = 3 3 
5r 


a= -goë t30 
To ,315。- YE 
a= "180? *“315 = 4 3 
Mu one 
a= 1807 *360 = 2。 


把 下 列 角度 化 成 精确 的 弧度 值 : : 
30% 2) 45% 3) 60°; " 4) 90*, 
1205, 6) 135% 7) 150, 8) 180^, 
210^, 10) 225%; 11) 270^, 12) 330^, 

查 表 求 下 列 角 的 弧度 数 ， 


15%18', 2) 71%10'3 3) 1817"; 4) 115%44'y 
215*10', 6) 312?10', 7) 57%25'y 8) 87?30', 


“利用 对 数 计算 尺 求 下 列 角 的 弧度 数 ， 


.14,5?, 2) 27,3% 3) 75%; 


130^, 3) 38,7% 6) 86% 
3E T 71 DREE HS fbi [679 B BERG ff s 


: 按照 公式 (1.3) fi: 


180? 7x à 
a= ーー" で 210 ; 
180° ELA 


a = 225 


=-180° , 2z  igo*. 
3) a= 3 "120 


6. 求 下 列 弧 度 的 角度 数 ， 


bu 7 を 117 Bx 


1 36 ! 2) 12 ^ EA 38 4) Tg! 
lix 13% lir 4r 
5) 720? 6) 30 * 7) g^? & 3 * . 


7、 查 表 求 下 列 各 弧度 的 角度 数 : 

1) 0.03008, 2) 0,5728, 3) 1.0472, * 

4) 1.3454; 5) 1,4850, 6) 1.7453. 

8, 半径 为 0. REDE mud 1 A 求 车 轮转 过 
的 路 程 的 长 度 。 

解 ， 根 据 公式 (1.4) ， 我 们 求 得 

/=1.4x0.65=0.9《 米 ) o : 

9. 如 果 长 度 为 0. 84 米 的 弧 含 有 1.5 弧度 ， RAAI 
在 圆周 的 半径 。 

10. 已 知 一 个 扇形 的 弧 含 有 0.85 弧 度 ， DEVE 
0.38%, RAPIE, ^ 

cF BOBUOUUEO.94]8 RE. AMERO, 65%, 
RENTA. 

解 ， 根据 公 式 1.5) RORE 

Sg =0.5x0,94x0.65:=0.20 (KD o 

12, 圆 的 半径 为 0. 56 米 ， AN 72 米 ， ` 
EAS 

13. 面积 为 0.39 米 ?的 扇形 的 弧 为 1,4 弧 度 ， 求 扇形 的 半 
径 。 

14。 半 径 为 0.45 米 的 皮带 轮作 匀速 旋转 运动 时 每 分 钟 转 
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180 转 ， 求 轮子 边缘 某 点 的 线 速度 。 
解 ， 求 每 秒 的 转 数 : 
180 
"= 60 
根据 公式 0.0 ， 我 们 求 得 轮子 外 缘 的 线 速度， 
v-2zX0.45x 328,5 (K/Æ) 。 
15， 轮 予 上 距 中 心 0. 56 米 的 点 在 轮子 勾 速 旋转 时 的 线 速 
度 为 4.6 米 / 秒 ， 求 轮子 的 旋转 周期 。 
解 ， 利 用 公式 0.0 , MORA: 


20R 2zxO.56 ~ 
T... SS 0. 77 ( 秒 ) 。 


16, 340. LORS R EATER ON 
4.8 米 / 秒 ， 求 轮子 每 秒 钟 的 转 教 。 . 
17， 飞 轮 匀速 转动 时 , 轮 缘 上 的 点 的 线 速度 为 1. 5/8, 


旋转 周期 为 工 秒 ， 求 飞轮 的 半径。 


18. 轮子 作 旋转 运动 时 ， 距 旋转 轴 0.12 米 的 点 的 线 速 度 
为 0.48 米 / 秒 ， 求 轮子 的 旋转 周期 。 
.19. 杞 辊 匀速 转动 时 每 分 刍 转 600 86, - Mi 
和 旋转 周期 。 
解 ， 轧 辊 每 秒 钟 的 转 数 为 
n= =10, 
我 们 利用 公式 (1.10) 和 (1,8). TARE: 
o=2r*10= 20r (MEE) ， 


Lo 
T-dg ^91 ( 秒 ) 。 


23. 


20. 3.4530, CARIES, AR A 
速度 为 256 米 / 秒 ， 求 飞轮 的 角速度 。 
ff. 利用 公式 0,10 dc 我 
们 求 得 : 
り 256 


prece EIS 400 〈 弧 度 / 秒 )。 


21, 3548280. 1252K I] 3E 86 UA 2 A IRE / BP 0 fli IE HE TE 5] 3 
旋转 运动 ， 求 车 轮 外 缘 上 的 点 的 线 速度 。 

22， 屯 辊 匀速 旋转 时 的 角速度 为 10z MED, RAR 
每 秒 钟 的 转 数 。 


23， 齿 轮 匀速 旋转 时 的 角速度 为 二 了 弧度 / 秒 ， 求 它 的 旋 


转 周期 。 

24, 飞轮 在 济 闹 时 的 族 转 角 代 o 与 时 间 t 的 关系 为 の = 
348t—-H, X. 

D 在 ! = 3 秒 时 飞轮 旋转 的 角速度 

2) 存 時 市 # 的 魚 加 速度 

3) 飞轮 停止 的 时 刻 。 

R: D 角速度 是 旋转 角度 9 关于 时 DE E ME 


o = -=8- 2t。 在 t= 3 秒 时 的 角速度 为 ， 
9,.578-2x3-22 (ME/O ; 
2) AMER di fax HEXCT BEBEAS SÉ, HE 
e= 加 =- 2 E/B); 


3) 没 の = 0 ， 我 们 求 得 时 间 t， 
8-2t=0, t=4 Œ). 
(08 物体 按照 规律 9 — 10: -PAAR R: 


1) 网 体 在 ! = 28D V PERO PEE, 

2) 在 t 秒 时 的 角 加 速度 ， 

3) 物 栖 停止 旋转 的 时 刻 。 

26. 三 角形 的 三 个 内 角 的 比 是 1:3:5， 求 它们 名 等 于 多 


DAR, . | 
27， 四 个 点 把 图 周 分 为 314:5:6 四 部 分 ， 试 按 弧度 制 计 
DAA 
,28. 如 果 五 边 形 的 内 角 之 比 为 214151617, 试 计算 各 角 
HABER. 


29. BR = = 0.12 KAHER, WEPT な MH, 求 
9» K. 


pr — P 
数 ， i 

31. -AMETE RUE, WEM E RO NUR ERR REUS 
Pi MR IO EAN AUR fa JE IPRC 


32、 计 算 钟 表 的 时 针 、 分 针 和 秒针 的 角速度 GUE/ 


秒 ) 。 

33， 半 径 为 0.6 人 480 转 的 速度 匀速 转 
RS = 

1) 轮子 的 角速度 , o 

2 轮 上 距 轴 心 0. 1 米 的 点 的 线 速度 ， 

3) 率 轮 外 缘 的 线 速度 。 

34, 一 个 物体 绕 固 定 轴 施 转 的 规律 a の =5+18# 一 3 
《yg 一 弧度 狐 ，t 一 秒 ) ， 求 这 个 物体 停止 旋转 的 时 刻 。 


8 


$2, $ 位 Mm 


以 坐标 原点 为 圆心 ， 以 1 个 单位 长 为 半径 的 圆 叫做 单 位 
圆 。 单 位 贺 的 方程 为 x:+ y?= 1〈 图 1)。 

单位 图 上 的 一 点 4 〈1，0) 绕 坐 标 原点 旋转 角 a 后 到 达 
ARM,-R* (A) 。 旋 转 尺 "由 下 列 条 件 给 定 ，a)》 旋转 中 心 
《坐标 原点 ) ; 0 Mas c) 旋转 方向 。 和 点 《ti，0) 
一 样 ， 点 愉 。 也 在 单位 圆 上 。 

按照 逆 时 针 旋转 的 方向 为 正 
方向 ， 而 按照 顺 时 针 旋 转 的 方向 
为 负 方 向 。 

AA ①, 0 是 张 的 计量 的 
起 点 (元 论 是 正 的 还 是 灸 的 )。 


第 I 象限 的 缴 在 区 间 (0, y) 


内 ， 第 II 象限 的 弧 在 区 间 ( Zr) 


Bi. 


pal, Lp, mv mac 


3z 
(A 27)n. 
Bo amie RAMA DR MISA Ope TIA LR £6 n Ag 
M) 存在 一 个 无 穷 集合 。 这 个 弧 〈 角 〉 的 集合 不 论 是 正 的 还 
是 负 的 ， 可 统一 用 下 列 公式 表示 。 
a=2xk+ a 或 a= 360°k+ a (1,14) 


A 
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这 里 0 <a<2xm, keZ, | 

如 果 在 单位 圆 中 每 一 个 实数 x 都 和 一 个 弧度 数 为 a 的 弧 
AM 的 终点 MM。 相 对 应 ， 那么 这 样 的 单位 贺 称 为 数值 单位 
" ON 
整个 数值 单位 圆 的 长 度 等 于 2r。 如 果 两 个 数 彼 此 相差 
2r 的 略 数 倍 ,那么 在 数值 单位 圆 上 它们 对 应 同一 个 点 。 如 果 
两 个 数 对 应 于 数值 单位 圆 上 的 同一 个 点 ， 那 么 它们 2B 2 
的 整数 倍 。 


35， 在 单位 圆 中 指出 ， 
D 31 AM = 17r 的 终点 1 
2 AM -1950* 94 A M, 
3) "LAM = -1380* 的 终点 M。 
解 , 1) 按照 公式 0.10 我 们 可 得 到 ， 
17r=16r+r=2rx8+zr ん =8。 
NM 的 终点 为 M C-1, 0 ぅ 
2) 我 们 求 得 4 从 =1950" = 360* x 5+150°, k=5, 
AMI SM ERE LRRR Y ; 
3) 我 们 有 AM= -1380* =360°x (-4)+60%,k= 一 4。 
ETT UE SET 
这 里 弧 ci 用 绝对 值 最 小 的 数 (ci= 600 来 表示 。 为 了 
使 ci 的 绝对 值 最 小 ， 它 应 该 在 区 闻 O << 180”, -180° 
«aix 0 内 来 取 值 。 
36. 指 出 下 列 各 弧 的 袋 点 在 昔 位 圏 的 第 九 象限 内 
.1) 120% 2) 315% 3) -220", 4) 850% 


m o 
5) 500^, 6) -120% 7) VE 8) 78^! 
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^a 


此 ， 


5r Ax ber 
9) 7737 10) E 1D x 12) RN EU 
13) 0.76; 140 5.8; 15) -7.2, 16) -3,74 
17) 15; 18) 3.3, 


37, ERAR (1.14) 表示 下 列 角 gc， 使 < 的 绝对 值 最 


1) a=2200% 2) a=-550% 3) a=-740% 
4) a=1170% 5) a= -1450% 6) a= 520% 
38. 写 出 単位 岡 中 満足 下 列 条件 的 弧 的 端点 的 一 般 形 


: 1) 弧 的 终点 横 坐 标 为 零 ，2) MARE AZ, 


e ora -5 ) 的 终点 B 坐标 等 于 零 ， 因 


D LI LER IV TET PE — る 
2) MO Qa) 和 z 的 终点 的 纵 坐标 等 于 零 ， 因 此 ， 终 点 


纵 举 标 等 于 零 的 弧 的 集合 可 表示 为 ， kr, REZ, 


39， 写 出 具有 下 列 终点 的 弧 的 一 般 形式 ， 
1) 40,05 2 B(0,1); 3) C(—-1,0); 4) DO, - Do 
40. BRA (1，0) 开始 ， 将 单位 加 分 成 12 等 分 ， 写 出 


EE 


41. 在 R= -2, 0, 1, 2H], 求 下 列 線 的 値 
D hz, 2) 2ha+ $ 3) 2kn+ Gs 


D kr* (Do 
42， 在 单位 图 中 夯 出 满足 下 列 条 件 的 角 a: 
Dada Y 9 eoe 
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27 m m 
D ---«a«0 5) lal <g 6 lal Sy. 
x 2" 2n 


T mom 
43. 在 单位 圆 中 ， D 作出 同 で , FE 3> 3 p7 3 


ー -时 相对 应 的 点 ，2) 近似 地 作出 同 1.5, 3.5, 5, 6, 

-2，- 4 相对 应 的 点 。 

44， 在 单位 加 上 弧 二 的 终点 的 质点 ， 沿 闭 回 周 按照 正方 
向 作 匀 速 运动 ， 试 问 经 过 下 列 时 间 后 质点 各 在 第 儿 象 限 : 


1) 2 秒 , 2 3 秒 , 3) 45, D 10 秒 。 
45， 试 将 下 列 各 式 写成 角 a 的 一 般 表 达 式 : 


m 5z 
2 3a-v- 78. + 2hn; 


1) 2g= 2h o, 

3) dar oem, の 10 tac 80 1807, 
$3. 三 角 函 数值 

数值 单位 圆 (图 2) 上 的 点 M。 的 模 坐 标 丈 称 为 a Ro 


X = cosa (1.15) 


数值 单位 圆 上 的 点 4 a 的 级 
AS CRI e ES E Ae 
140,0 y=sina (1,16) 
に 正弦 和 余 弦 的 定 叉 城 妨 整 條 
实数 集 ， 即 
D (sina) =R, 
D (cosa) = ア 。 


Jia i ERA E RKI ARA A E. 


(ga nd. -0 04D ; 


正切 的 定义 域 为 除 hz + 扎 (hE Z) 外 的 所 有 实数 的 集合 。 
数 w 的 余弦 和 它 的 正弦 的 比 称 为 的 余 切 。 


otga=-25 (1.18) 
Sina 


余 切 的 定义 域 为 除 hr 《ke Z) 外 的 所 有 实数 的 集合 。 
数 z 的 余弦 的 个 数 称 为 c 的 正 制 。 


ES 
Seca = ooa (1. 19) 


3E MIR XE SCI hor + S (E Z) 外 的 所 有 实数 的 集合 
Ba TERCIO AAA. 


coseca = es (1,20) 
sina 


FEE SRA BR e Z) ASIA AAA 
・ 在 解 题 时 ， — roÓ— 
A) 的 集合 中 弧 〈 角 ) 的 函数 。 同 时 ， 每 一 个 实数 或 每 一 


个 驱 《 角 〉 对 应 于 三 角 函 数 的 唯一 值 。 


HFE (eosa) = エー1。 1), E (Gino) =C-1,1), W 


Wow tnc RE, 


-由 于 正切 和 余 切 ， 可 取 任 何 实数 值 ， MAS M ctga 


BIS BPE (tgo) =R, E (etga) =R, 


46, RT ER 
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1 
1) y=sin3x3 2) y= cos 3) MET TEE 
i 
4) ye Dot dy jas 
1=cosx? Y = 1845 Y= iige * 


R: 1) ，2) 这 里 * 可 取 任 何 实数 
3) sinx#0, xszkhkr, k€ Z; 
4 AN pr xz:2kn, REZ; 


5) 407 > + Rm, aT ru REZ; 


€ cx 0, xg then, Mn, BL, av 


; $^ keZ, 
47, 求 下 列 函 数 的 定义 域 ， 
1 E ; 1 
D y= "na 9 y= nat V ツー tgx’ 
1+ 
D yet 5) y= gui 9 yo ase 


48. REMO HARE TIA CURA 


1) y= sinx; 2) y= co 3) y=2sin3x; . 4) y= 


二 cos2x? 
fa. D 我 们 求 在 函数 y = sin3x 取 得 最 类 和 慎 时 上 自 变 量 的 
fü: sindxa=1, 3x=2kx+ CT x= Pss he グ 。 美 似 地 


求 得 已 知 函 数 取 最 小 值 时 x 的 信 ; sin3x= -1, 3x= 
14 


m 2 - 
2hm -., x= y Am E? REZO 


2) 函数 的 最 大 值 ， cos =1, FELT 


函数 取 最 小 值 ， cos = -1, $^ (2h41) 7, x=37 (2k 


+1) ,hE Z, 


”3) 我 们 有 sin3x=1，3x= +2kx。 亦 即 ， E 


Dh, ke Z 时 函数 取 最 天 值 2。 类 似 地 ，sin3x = -1, x= 
2k. ¿E SL 2 5 
2h-., 即 当 x = 3 ーッ RE 2 时， 函数 取 最 小 值 - 2。 


4) RETE cos2x-1, 2x-2ks, Biix- ku € Z 时 函 
MAMA MO RM, cos2x=ー1。 2x- (24+1 c, B 


E x= (2k 1) ghe ZH, 已 如 函数 有 最 小 值 -去 。 
49. 自 变量 取 何 值 时 下 列 函 数 具 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 


1) y=sin (x-1) ; 2 y=cos Gto , 


3) y= 3sin4x; 4 y= Jossa? 


50. 自 变量 取 何 值 时 下 列 函 数值 为 零 ，. 
D y= sin2x;} 2) y-2cos3x; 


3) y= tg 4) ysca( A ex)? 
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解 


2) 


T m Ty: 
cos3x=0, 3x= y tmb, X= 上 + 可 局 REZ; 


83 -0, $-hm, x-3kn, kE Z; 


X m [AP Ed 
ota ( "223 =0, Axa gm, X= th". 


EEES 


Xx x 
y = sin y; 2) Y = 008 73 


y (E -xz 4) y=cte33 
求 下 列 函数 的 定义 域 : 


ee o0 2) _ 2 十 cOSX 
y= Sinx t cosy; d sinx * 


y-7tgxctgxs 4) y=c0sx+ctgxs 


En EN 
y> sinx + cosx ! IS 


1 ctgx___ 
マミ ーー s 10) ye 
sin? 2x —sinx sinx -cosx ° 


. 求 出 下 列 函 数值 的 集合 : 


y-sinlx|; 2) y= [sinxl 
y=c0s lx] 4) y= lcosxl 。 


54, 求 下 列 画 数 的 信 域 

1) y=1-sinx; 2 y=3+ sinz; 
3) y=2- cosx; 4) y=5+cosxo 
55. 下 列 函 数 有 最 大 值 和 最 小 值 吗 ? 
D tgx; 2) ltgxls 3) tg'x, 
56. RETIRE AE AM: 


D.» 4*sin( «-45 ); 2) y26—sin?x; 


3) y= Cn-n) sin?x * n, 0 <m<n; 
4) y=5-3 lsinxlo 


$4. 三 角 函 数值 的 符号 和 


三 角 函 数 的 奇偶 性 
三 角 函 数 的 奇偶 性 NET Nam. 
sin (—a) = -sina, ` (1,21) ' 
cos (—a) -cosa, (1,22) ` 
tg (-a) = -tga, (1,23) 
ctg (~-a) = -ctga, (1,24) 


Si NS A 

一 些 特殊 角 ( 弧 ) 的 三 角 函 数值 见 21 页 家 二 。 

57. 下 列表 达 式 具有 怎样 的 符号 : 

1) cos150%; 2) sin320%: 3) tg220% 4) ctg400?? 
解 1) 90*<150"<180" (第 I 象限 ); cos150°<0; 
2) 270*—320?-7360? (WRB) ; sin320" ぐ 0 
3) 180*«7220* C270? CEER) ; tg220* ご 0 の 

4) 360"<400" ご 360*+90*( 第 象限 ),。 ctg400* 70, 
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象 I I I y 
NS ESTARAS EE 
数 M 
1 

sina + + ja, ae 
cosa + | 一 一 十 
tga + 一 十 = 
ctga + - + - 


58， 下 列表 达 式 各 有 怎样 的 符号 ， 

1) sin170% 2) cos300°; 3) tg160*; 

4) ctg315% 5) tg450% 6) sim400% 
7 4 j 5 

7) sm で の 8) cos, 9) sin 
E 8x 9z 

10 cos 3 1D (5 っ 12) ctg- ° 

59. 利用 单位 贺 确 定 下 列 差 的 符号 : 

D 2 
1) sin sine, 2) cos pco 
3 in, 4) etg T - og Fe 


Bh D des AS 


2z 


sin $ -sin 0 (图 3)。 
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2r 37 
2) RR A X 


jx 21 
cte ^t cta tr y, 


终点 的 横 坐 标 相 比 较 ， 得 AS 
Beost - cos 27 0。 SID "M 
VITIS 
D ERRE Gb A Lx. 
点 4 平行 于 Y 轴 的 直线 ) 上 


的 点 的 纵 学 标 ,有 tg 人 


3x7 
ig^. < 0 o 


3 
RO EM AS 


ML fet cea > n. 


60. AMA DDR E T PLA AE. 
1) sin130?-sinl40?, 2) cos50” —cos70*; 


3) 18220" —1g210% 4) ctg220° —ctg210% 
5) sin50* -tg50*; 6) cos50* —ctg50?, 
7) ctg300。- ctg315。 — 8) sin?70* —cos70”o 
61. 利用 单位 圆 靖 定 下 列 乘 积 的 符号 : 


D sinl00?*sini20*,; 2) cos210”*+sin210*5 

3) cos200?*sin110?, 4) tgl40?*tg2207, - 

5) cos315?*tg215^; 6) sinl50?*cos150^*tg150?; 

7) sin320°*cosl25°»tg250°; 8) sin230” » tgl60% 
cig340° 。 

62. 化 简 ， 

1) sin2( 一 @) -cosC- a) +tg(-a)y 
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2) sin (X eos (=a) +18 (25), 


ff. 利用 公式 0.21 , (1.22) 和 (0.29 , He 
1) sin? (~a) -cos (~a) *tg (-a) 

' = C-sina)! - cosa - tga 

-= sin’ cosa ~ tga 


* 2) sin (EH +cos (~), +tg (-2m) 


d ーー sin- ち ー ト coszー tg2m=1+ (-1) -0=0。 
63. 计算 ， 


34 
1) cos( — z)*sin (a «sin (-=5 3 


2) 2cos (- x) «cos (- 2) «sin (C3) ptr 
3) sin (- 1) cos C~ 7) ttg (77) , 


64， 指 出 下 列 各 式 中 的 缴 a 
D ltg (-a) | = -tga; 2) i (~a) | = ~ ctga; 


3) sin (-a) >0, ; 
解 , 1) lg (a | 9 —7tga5 -tga> 0, tga «c 0 431 


2 在 第 II 或 第 TY 象限。 

2) [ctg (-a) | = -ctga; —ctgaz>0,ctga<0s I 
ERA NER 

3) sin (>a) >03 -sina>0, sina« 0, 绝 a 在 第 
IzZwSm. 


65, JEIB FX Arx PHM a TRAER JURE; 
D tg (~a) 70, 2) hin (- a)l = —sina; 


20 


s7 eass 人- 
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3) | cos (~a) | =cosa; 4) sin (a) <0o 


66. 计算 ， 

ids ce oni e raia iie teen 
ig 3 ctg 6 sin 37 3 sinc cos っ 2 CO8~ 人 < 3* 
解 , 我 们 求 得 
tg! Era -Z osin +sint+ 4 -3 =a 
8 3 tets g sing" +sinz + 4cos 2 CC 

= (v3) ユン す ー タ ン き ょ 6+4x0- 2-2. 
67, HH, 
ES Tp EE - 

) ctg 2 + tgr-sin 2 cos 3 sinz; 

n 3x 3x 

2) sin 6087, + eod tg0 Tctg 2 ? 


3) sin180°+sin270° — ctg90”  tg180* — cos90^; 


32 
4) Asinz*cos23 + 5tg — ctg 75 3 
37 LÀ 
5) 2sin27 + 5cos 5 + 3tgx 一 2ctg 573 
37 

6) sin- 5 -*cosz*cos0; 

2sin-Z- + 2c05-2- 3tg + ete 
7) 2sin-s cos-,7—8tg 3- * etg 57) 
8) sint E - 2cos'—7- - 51g!-,- 

in* cos*-3 g 
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T n 
Ea 2 一 一 一 
5+ ctg で te 


9) 


10) 


1D 


12) 


13) 


14) 


15) 


= 3 


6 
e» (73) se (1) om (3). 


E N 
+ 16ctg? (- +) , 


ete = 4cos: - 8sin? 


n ・ n 
2 一 一 2—— 
cos? -7 coS 6 
simi E sin E 
8 4 
1 : ( 5) 
一 一 一 一 -sinz*cOos \~ 2 ) » 
CO827 sin 3 


2a'sin 2 + 2arcosQ+ (bets £j 
6 4 


X ES = 1 
(asin) - (0185) - (2añoos- E) 


4 


《acos0) ?十 2abcos—- * Ateo 
M a a 
sin (- す ) - 2tg (- +) * cos (-3) 


i 
-etg (5) > 


5 j m -NA 
16) cos? (-$) - etg? (- す ) + sin? (—$) è 


63, 


1) f GO =4sin3x+ 5cos3 ァ ー 2sinx3 iT 4 / (025 
^23 


fog) ; (G) s f(x) 3 
.2) f(x)= sinx +sin2x+sin3xy 计算 (E) , 
" f(x) = sin (£x) + 2cos (kao 


+ 3tg (5-1) ; mE) ; | 


sinacosp s o s o T 
4) sin (a+) +cos (a+ B) 1 当 a= 3 p- 6 时 ， 
计算 函数 的 值 。 


69. 如 果 0<a<- 世 ， 确 定 下 列表 达 式 的 符号 ， 


1 sin( +0) 2) cos (1.5+a) 3) sin (x+a) 」 


4) cos( ¿=> a) 5) sin( 7 a) y 6) sin(3+a); 


7) tg (x *g),. 8) ctg (T-a) y 9) sin(2z-a), 


3 
10) cos(27 + 2); mis -+a) 12)tg(1.57- a) o 


70， 确 定 下 列表 达 式 的 符号 ， 


Ta 3x A 
1) sin 6 cos 5 $s 2) sin 3 sin" , 


2 27 ES 
3) sing "cos 3 *Cos 47; 


4) sin2*3*cos(-1.7)*sin(- 1,5), 
24 


71. 下 列 各 式 中 的 弧 a 属 于 第 几 象 限 : 
1) sina=cosaz 2) sina = costa; 3) sifia cosa, 
4) sina= costa; 5) cosa=sinta 6) cosa=sin*a; 


7) tga=ctgas 8) tga=ctg?a. 


A AS 


1) cos (至 -a “tg (27—a) *ctg (Fte) 


2) sin (S+ a) ecos Gra) *tg (n +a); 


3) cos? Gra) «18? (2*2) "eg! Gr- o. 
73. WE: 

em (=F) rm C 
1) sinz t etg (775 cos 2 tgTy 
Hs (-- そ ) 2 
2) cos( - 3) * sin(- 1) * tg n ) ctg 1 li 


a 
3) a'cos0 + 2abcosz + bsin5 3 


^ 5 


A m T E Tr 
4) sing cos-3 t8 "ct86 3 


a - 
5) 5tg? 4 Bsin? 6 + dcos? -z ; 


E a E 
2 cos” y cos る 3 ctg 2 


6) sin?- 
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- D 
EJ 


4 


x a 


z 
7) sin3-6 - cos? + tg? 1 ー cos? 33. 


'*e aiii Sgen (-4) ・tg2 (- 3). 
7A. 化 简 ， ` 
Cacos0)? 一 (eo) 


1) D 
20'cos- + 2abcoss + big 


(sm) - (ps) 
j 
Cacos2m?~ (Fsin に ちり) ) 


3) (- osin (-4E) y+ — a 


` 2) 


"y 
acos0 - absin0 + btg—- 
0 £a 

acos2x — bsin2z - 


75. 验证 下 列 等 式 ， 
s 


キャ ET AES LA 
D sin cosi-,- + cos gg -ctB っ 


sin = 2; 


(im e IA Da 
2) sin + 3cos 2 te + otghg 05 


n r N 
3) 2sinf + 4sin? 3 + cos? 4 sin = 45 


y a 


a A E n 
4) sin? 4 + COs 1 -sing =0; 


i 
+4tg0= 2, m B 


$5. 基本 的 三 角 恒等式 


如 果 自 变量 相同 的 两 个 函数 具有 同样 的 定义 域 ， 并 且 对 
于 自 变量 的 所 有 容许 值 这 两 个 函数 都 具有 相同 的 值 ， 那 么 ， 
”这 两 个 函数 是 伍 等 的 。 
对 自 变量 的 所 有 容许 值 都 成 立 的 等 式 称 为 恒等式 。 
如 果 在 恒等式 中 含有 三 角 函 数 ， 那 么 这 样 的 恒等式 称 为 
三 角 人 恒等式 。 2 
由 已 知 函 数 化 为 与 它 但 等 的 丽 数 所 作 的 变换 称 为 函数 的 
恒 等 变 换 。 : T" 
证 明 三 角 人 恒等式， 通常 采用 下 列 方法 ， 
00D 从 等 式 的 任何 一 边 〈 通 常 是 表达 式 较 复 杂 的 一 MD 
出 发 进行 变换 ， 使 变换 的 结果 与 等 式 另 一 边 的 表达 式 相同 ， 
2) 对 等 式 两 边 同 时 进行 变换 ， 直 至 得 到 相同 的 表 达 式 
Hits 4 
3) AREAS RARAS TINA, 证明 AE 
式 中 这 些 乘 积 相等 。 
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基本 的 三角 恒等式 


_sinta+costa= 1, (1,25) 
tga*ctga= 1 , az P, hE Zs, (1,26) 
* isiggucclo qu do heZ 0:27) 
g cosía 5 a 2 , 3 ` 
1 M 
: 1 +ctg’a = ips go デル 7。 h€ Z, (1,28) 


利用 基本 的 三 角 恒等式 ， 可 以 用 已 知 的 三 角 画 数 表 示 其 
已 的 函数 ， 这 些 表达 式 见 下 表 ， 


EV 


vii 


sisa | 二 VTS 1a sina 

ELE E cosa a i 23 
Lig Ei EV TFE tga 二 
ctga IUS: az ^s up 


76. 已 知 : sina = Pac E m)o 
HA; 1) cosas 2) tgas 3) ctga。 
| ucl qu. i 。 こそ 
R: 1) cosa Vi (&) 5 (在 第 II 象限 cosa 
«0, Ak, REÑMAD) > 
28 


13 
_5 _ 
5 
2) tga- —— ST 3) ctga= 5 
E 


78. 已 知 : tga = -Žac E a). 


计算 ，1) ctgas 2 cosas 3) sina, 


Æ: D ctga= -5 


1 
2) 根 据 公式 (1.27) , fs cos'a = T7 tga’ 


8 Ed 
79. 已 知 : ctga 7 で ge (o, +) " 


计算 : 1) tga; 2 sinas 3) cosa, 


29 


15 
解 1) tga= go 


A 
2) 根据 公式 (1.28) ,得 : sinda= T gig ^ 


nes 1 | 15 
sina= 7 is 3 3 ^u! 
NBA. 


aa dg er cas 
8) cosa=,/ 1 一 (lar) = 3470 : 

80. 已 知 下 列 三 角 函 数 ， 分 别 计算 它们 其 余 的 三 个 三 角 
BRN: pm 


1) sing= pra (ES, 2) 


, 


2) cosa= - ae n (i a) , 


7í 3x7 $ 
4) ctga=- っ 4 5 で ($5, 24) . 


. 91. 化 简 下 列 各 式 ， 


cosa y z3 
| 2) sin4a + costa + 2slfi*a* costa 

D i sing ^£" a . 

cosa cosa sina 

Cos  , .,,-. 099a Sina 
y. D 1*sina 827 TF sina cosa 
_ cos’a tsina+sin’a __ — 1l*sina _ 
C +sina) cosa (1+sina) cosa 


d. SEMEL : 
-= osa secg (Gv thm, REZ), 


2) sin4c + costa + 2sinřa costa= (sina + costa) =le 一 


82. 化 简 下 列 各 式 ， 


1) sin%a + tg?a + costa; 2) sinfa - costa + costa 
tga ctga — Sina __ sing 
3) 1l-tgla  1-ctgla? 4) 1+cosg 1-cosa* 


5) tg2a costa + ctg2a sinta; 6) costy t sin!x cos?x 
+ sin?xy 
costa; sin'a 


ga + 

7) lXsinacosq * 8) sina cosa (tga Dies 
83, 天明 恒等式 
1) sina à 1 +c0sa る 2 ; 

14 cosa sina sina ' 
2) 1+sina+cosa+tga= (1+cosg) (1+ tea)» 
3) sina  1*cosa 

1- cosa sina ° 


sina 14 cosa 2 | 
证 明 = > 
D) (oe 5 sina sina 


in? ost 
で > に a*lt2cosgtcosa . の e 


(1* cosa) sina sina 
1+1+2cosa =- ai 
( (1+cosa) sina — 


» 8 fo 


=> 


Š p 、2 (1* cosa? 
(1+c0sa) sina sina 


__ 2 
sina sina 


«> ) axhr, he Zo 


2) 变换 原 式 左边 ， 有 ， 
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sina 
cosa 


1+sinw+ cosa + tga=1+sina + cosa + 
一 一 中 
= Csa +sina cosa + cosa + sing 
cosa 


(sing + cosa) + cosa (sina + cosa) 
cosa 


(sina + cosa) (1 + cosa). 
cosa 


a-z + kx, RE Zo 
-变换 原 式 右 边 ， 有 。 


Sina 
《1 *cosg) C1 +tga) = (1 FE 6 + cosa er) 
sina t cosa 
= (1-cosa) — cosa 


(ina + cos). (1-4 cosa) ms LÀ +he,he Zo 


由 于 左右 两 边 相等 ， 因 而 原 恒等式 得 证 。 

D 根据 比例 的 基本 性 质 ， 得 : 

(sinda= (1-cosa)(1+c0sa) ) <> (sin'a- 
1-costa) => (sin'a-sin?g) , ak, REZ, 


84， 证 明 恒等式 ， 
sin?x Ssinx*cosx —. 
D sinx- cosy l-tgix Sn” 608%) 


2) tgla ^ sin'asin 2gtg2 a3- 
3) sin?a (1+ctga) +cos%a Cl + tga) = sina + cosa; 
1 


1 
、$ 1+tga + 1+ctga — ls 
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: tga * tgf 


ctgeTetg “teatgp 
6) sinx cosx —— 1 
1+ctgx 1+tgx sinx + cosx * 


D tga _ , 1+ctgla 
1+tg’a ctg?a 


= tg a; 


_Sin3z 一 Cos3z 


D FF reins cos: 7 sinz 一 c08z。 
85， 证 明和 恒等式 ; 

1- + 
1) - Csing + cosa)? _ 21g^a; 


sing cosa— ctga 
2). 1- siníz- cosóz= 3sin?z cos?z, 


3) costa (1- tga) (1+ tga) = costa ~ sintas 


tga 2 
zd ーー = sin go 


D iz tga + ctga 


.Sin?x + cos?x. 
86. Htgx=2, RR y=- sin?x — cos?x x cosi 的 值 。 


解 ， 由 于 分 子 和 分 母 是 关于 sinx 和 cosx 的 卉 次 多 项 式 ， 


那么 用 cossx 除 这 个 函数 的 分 子 和 分 母 就 得 ， 
gil 241 9 
イド tgz-1 ”2-1 7。 


. _Sin2x+SinxcosX+2 _ 
、87. 车 tgx= AMO - 一 3sinxcosx +c082x-4 


解 ， 把 分 子 里 的 数 2 和 分 母 里 的 数 4 分 别 乘 以 三 角 单 位 
(sin2x + cos2x) ， 然 后 用 cos?x 分 别 除 分 子 和 分 母 的 各 项 ， 
得 ， ? as 


_ Sin'x *sinxcosx * Z(sin'x + cos^x) 
3sinxcosx + cos?x — A(sin?x + cos?x) 
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- 


dux +sinx cosa + 2cos!x 
sinx cosx — 4sin?x - 3cos2z 


Stgix *tgx 2... 3x32+3+2 E 4 
"'Stgx-dtgixC3 — 3X8-4x 31-3 16 7 
88. 计算 ， 
sin?x — 3costx . 
D y= Euniytcos Dx 3 
3sin?x + 2cos'x ~ 1 
2) Y=- inis- sinx cosx? 2 ? 已 知 tgx = 1。 


89. 


1) 
2) 
3) 
4) 


5) 
6) 
7) 


8) 


90. 


1) 


2) 


$4 


3) 
4) 


化 简 下 列 各 式 ， 

(sina+cosa) ** (sing ~ cosa) * 
sin'a + costa - sinta; l 
sinta + sin'a costa + costas 
ctg’a — cos a ctg2a costa; 


Y Ira . / 1-cosa , 
N 1- cosa 1+cosg 


(1 * sino) (tga + ctga) (1 - sina)y 
(1 tgo)? + A + tga)’, l l 


ga- /sina 
Bo l-sina ° 
证 明 恒等式 ， 


Cctga +1) ?+ Cetgg- 1) .2= vina’: 


cosa tsinatga 一 


=0 
cosa , 


tela (1+ tgĉa) (1 ctg'a) - (1- tg*a)* - 4tg'ay — 
cosa (sina t cosa) (i+ tga) = costa- sintas 


5) i ox ———- (sinatcose)(tga + ctge ~ 1); 


6) 2sin'a- cos'a Ctg'a + ctg^a) + (tge— ctga) +1 
= tglaj 
7) (1 + 2sina cosaX(tga - 1) =(sin?a - cos edy Ds 
8) (tga + ctga) (1 + cosa) (1 — cosa) = tgas 
9) 2(cos'a + sinta) — 3(cos*a t sin*a) = — 15 


Ba ES 24)2 
: 10) sin'acos?g  — C+ tga)’; 
costa ~ cos?a sin A A 
11) ニーー simo sin28 . ctg2a ctg?B; 


12) sin'a sin?£ + sin'a cos*f +costa=1lo ^ 
91, 当 tgz= 2 有时， 计算 下 列表 达 式 ， 
1) sin4z + costz; 2) sinéz + cos*z; 


» sin*z — costz m sin?z — 2cos*z + 30032 
sin*z — cos$z ' 3sinz + 2cosz * 


92, Bm. tga t ctga 7 3, R: 
1) tga - ctgas 2) tg'a - ctg?a; 
3) tg'a + ctg'ay 4) tela+cteta. | 


小 测 验 
E EI 
D HR や 计算 ， 
sia- cos > e í 2g (te E+ cos E) 
ce Eee ` coss 25in-2- 


6 2 2 
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D 确定 下 面 的 表达 式 的 符 | D 确定 下 面 的 表达 式 的 符号 。 


号 ， t£150*si5200* 
cos100* t£250 cos320*ct8140* 
sin300?ct£100* 
i citas 
iu 3) PE 一 一 一 的 定义 
D Ria E T 
し 
XM. "c 


4 已 知 ctge= や 3 a € (s. 4) EN 和 tea 7/3, a€ (x, 


3 、 = 
32), 4 Ro RIS 37), ifc Ate Pri 


的 值 。 : 
的 值 。 D 证 明 恒等式 并 指出 角 c 的 容 
5) 证 明仁 等 式 并 指出 角 a us 
容许 值 ， t£a X ctia __ tta 
tea | ct&'a—i 21 Dicta — 14+tg80 


. l-t£'a ctga unm 1 
$6. 三 角 函数 的 周期 人 


对 于 函数 /来 说 ， 如果 存在 4 学 0 对 于 函数 定义 域 内 任 
何 的 数 a， 数 a 一 4 和 a+ 1 也 同样 属于 这 个 定义 域 ， 并 且 满 足 
等 式 
fa-V= {la) = げ (@ み + わ 。 
则 函数 / 称 为 周期 函数 。 这 时 ， 数 1 称 为 函数 /的 周期 ， 形式 
Ara 《ne Z, 140) 的 数 也 是 它 的 周期 。 - 
正 或 和 余弦 最 小 的 正 周期 等 于 27，. 而 正切 和 余 切 最 小 的 
正 周期 等 于 r。 
三 角 函数 周期 性 的 性 质 可 用 下 列 恒等式 表示 
sina=sin (2kr +a) , kE Z3; (1,29) 
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cosa=cos(2kx+g), ん Zi (1,30) 


tga=tg(ka+a), hEZ; $ 《1.31) 
~ etga=ctg(hr+a), hE Zs (1.32) 
93. HH: - 
p 197% 
1) cos3660?, 2) 2cos4 .57 +sin 3! 


3) sin(- 300%) -tg(- 150% 。 
解 ， 根 据 正弦 和 余弦 的 周期 性 ， 得 


1) cos3660"=cos (360° x 10+ 60°) = cos60? = $ 


2) 2cos4. 5% t sin ior, 


3 "2cos (2x'2 +0, 57) 


+mn( zrr8+ = 2cos0. br *sin-- 0 (xS E, i 


D 把 每 个 自 变 量 都 加 上 各 自 函 数 的 一 个 周期 ， 得 
sin (~ 300*) - tg(  150*) f 


=sin( - 300° +360%) - tg (—150° +180°) 


7 sin60* - tg20* -3 ン 3 . ツ 3 . 


3 EN 
94. H%: 1) cos7230% 2) un $ 3) tg585°; 
4). ctg750*; 5) sin1843*, 
95. 计算 
21x 


1) sin6,2x+c054,17y 2) tg +ctg 4^7 


1 1 
3) sin A — cos az 3 4) sin(82x — 0.192) 
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+cos (221 +1, 501) s 5) sin7. 854 tg3. He 
96. RFA A ELI 


1) y5sin3x; 2) y= cos. 
和解, D 用 14 表示 所 求 的 周期 ， 得 
sin3 (xt 2) n 或 sin (9x 34) - sin3x, 
由 此 推出 31= 2m, 印 4= E B 
2) 类 似 地 有 : 
cos (2) =cos 3 ， 或 cos (£4 i) 


= cos o —: -2z, 即 4 = 4z。 
97， 求 下 列 函 数 的 周期 ， 
1) y =cos5x3 2) y=cos s 


3) y=tg2x; 4) y= ctg- o 
98. RFI RA H A B 
1) y =sin2x +c0s3xj 2) y=sin o *sin a 。 
(HH. D 求 出 毎 一 項 的 基本 周期 。 
sin2 (x +A) =sin2x, sin (2x - 24) =8Sin2x, 
241227, A27, ・ ・ 


cos3 (x t Àj =cos3x, cos (3x - 34) =cos3x, 

3425 23, hu. 

每 个 周期 的 倍数 仍 是 该 函数 的 周期 ， 因 此 ， 周 期 4 和 ね 
竟 公 倍数 是 函数 y 的 周期 ， 周 期 加 和 412 的 最 小 公 倍 数 ， 即 和 


I 


ZE 的 最 小 公信 数 ， 为 am。 


2) RITA: 
3 (x+4 3 3x 3 
in S D ea E sin (E + à) 
8 
2 Cx +À) 7 2 24 
ncc cd —-sin E , sin ( 2 5) 
= Sin Ha rpm, Aa= 37。 
周期 れれ 和 42 的 最小 公 倍 数 等 手 12x。 A, 画数 的 周 期 
等 于 12r。 


99. 求 下 列 函数 的 周期 ， 


1) y=sin5x-—cosáx +13 2) y=2sin - 3sin-i 
3 
3) yte- 4ctg -2s 


3 5: 
4) y= sin v E $cos—, + cosbx, 


100. 计算 ， 

1) 2sin750? — 3cos900? + tg405% 

2) tg?600? + ctg?585” + 3, 

3) sin( ~ 330%) * sinC — 690°); 4)tg(- 135° ) 18225% 


5) cos (- 37) -sin C- 72) ; 
9 


sin (5) +tg (- 57) 


2 
6) , 
cosí - 57) + ctg (- E) 


7) sin (-55) cos8z, 
10i. 求 下 列 函数 的 周期 ， 
Am 


1) y- sin Z - cos, 2)y= 2tg22 x + 3ctg 3 


'$) y=sin Gre) 4) y -sin (3x- 7) , 


5) sintx-— cos3x 


X77Win4xtcosx' 9 V530 
a sims dE 5 
D y= 59", 8) y= gx+3 ° 
102, 化 简 ， 


1) sin? (67—a) +sin? (107 +a) 3 


i Tr m 

2) sin? (5-41) + cos? (5-5) t2, 
3) cos (a7 64) +cos (12z a) ; d 

4) sin? (2z +a) *cos? (6* - a) +1. 


103, 证 明 下 列 恒等式 并 指出 它们 的 定义 域 ， 


cos? (4 ケーo) — 


D "garra ‘= costas g 
cos (67 +a) tg (37-0) _ 

2) sin (4 ケー ム ) ctg (5% + a) =tgas l 

3) ctg (137-x) +tg (At +x) -— 


tg (5m4x) -ctg (Tx * x) 
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4) sin (67 x) cos(8z — x)tg(97 ~ x)ctg (107 — x) 
= —SsÍínxcosx, 


87. 正弦 和 余弦 的 半 周 期 的 性 质 


正弦 和 余 基 函 数 在 自 变量 增加 或 减少 一 个 = 时 只 有 符号 
的 変化 
sina= —sin (ats), (1,33) 
cosa 7 -cos (air), (1,34) 
如 果 函 数 的 自 变量 增加 z 的 任意 个 奇数 倍 时 ， 则 得 公式 
Hn 
sing ニ ーsinLog+ (QR+1 m), (1,35) 
cosa= ~costa+ (2k+1) m), . (1.86) 
即 ， 正 弦 画 数 和 余弦 函数 在 自 变量 增加 (2&+1) # 时 只 有 
符号 的 变化 。 ; 


104. HH: D sin150% 2) sin (-120)), 

3) cos225% 4) cos (-240% 』 5) sin330°; 

6) sin (- 300% 』 7) sin570%, 3) sin( — 585”); 

9) cos600"。 | 

解 ， ED 一 4) 是 中 ， 我 们 利用 公式 (1.33) 和 (1.34)， 
并 利用 三 角 函 数 的 奇偶 性 : 

D sinl50?- -sin (150%- 180% = —sin (~ 30% 


E. 

l = sin30 7735 

2) sin (-120% =-sin (-120* £ 180^) = —sin60* 
y 


: 3) cos225*= ~ cos(225*-180*)= — cos45° = 2 E 
4) cos(- 240*) - —cos(— 240* +180°)= ~ cos(— 60°) 
= —cos60* = — L, 


TES) HR EA GOA EA X 的 
特性 。 在 6) IE 
5) s1n330* = sin(330* — 360%) 2 sin( — 30%) = — sin30* 


6) sin (-300% =sin (- 300” +360%) =sins0* ` 
-%3 
i ‘2:° A - 
* EN ，8》 和 9) 题 中 ， 我 们 利用 公式 (1.35) 和 (1.36)Y 
7) sin570° = - sin(570* — 3x 180*) - 一 sin30 ”= + 
3) sin (- 585% = -sin (-- 585” +3Xx180% | 


= ~sin( 45°) = sin45*= 22, 


9) cos600° = ~ cos(600 ~ 3x180")= - cos60° = -i. 
105. 计算 0 

1) sin (-225% y 2) cos (-150*) , 3) cos135% 
4) cos (-135% ; 5) sin135°; 6) sin210°; 
7) cos120*; 8) sin240^, 9) cos570”; 
10) cos (- 570°); 11) sin510% 12) sin585", 


106. 计算 ; D sin (-4-) ; 2) cos (- 5) , 


42 


13a 
3) sin (HE) ; 4) sin? ia, 
m 


F 7 r wu $ i 

ffi 1) sin (E ) ーー T , 

天 ( Tas) = (- そ 

= — sin 6 =ーsin €) 

mue E. S 

=sing こっ うち 

27 27 
2) cos (-$) = 一 COS (- 3 +a) = 一 c08 3 
= 一 五 


x 
“6 
m: 
"m 
; pp re Aeg Aus EE G0 v8 
4) sinT,7- sin ux 12)= sin=g = 2 。 
: 107. HH: 
2x 3x1 5z 
D sin=3>3 2 cos (- 考 ) 3 20 sin 47» 


57 31s , 5g - 
4) sin (- ) ; 5) sing?) 6) cos ¿Te - 


108. HH: E 
D sin4.45, 2) cos2.863 3) cos10. 8; 


4) sin (-2,86) y 5) sin (-4,12) ; 6)cos4,4l, 
Ws. D sin4.45= -sin (4.45-3.14) = -sinl.31 
・ = — sin75° = — 0,966; 
2) cos2.86 = —cos (2.86-3.14) =ーcos (— 0,28) 
= — cos16° = 0,961; l l 
3) cos10.8=ーcos (10.8-3X3,14) 
= — cos(10,8-9,42)= — cos1.38 
= — cos79? = — 0.191; 
4) sin (-2.86) = -sin( - 2.86 * 3.14) » -sin0.28 
= -sinl6*- - 0.276; 
5) sin (74.12) = -sin (-4.12*3.14) 
-sin (- 0.98) =sin0.98 
= sin56° - 0,829 
6) cos4.41=ーcos (4.41-3.14) = —c0s1.27 
= — cos73? = — 0,292, 


u 


109, 计算 ， 
D sin (-2,76) y 2) cos (- 3,87) ; 3) cos4,33; 
4) sin4,265 5) sin2.53; 6) sin10.5, 


$8. A 导 AX 


RRAAMONA ta, nta, tas 2 ァ キ 的 


三 角 函 数 用 角 aw 的 兰 角 函 数 表 示 出 来 。 

使 用 诱导 公式 时 要 注意 两 条 原则 ， 

1. 如 果 a 偏 离 轴 , 则 被 导 函 数 , 即 自 变量 -a,x 土 a， 
2r+v 的 函数 ， 名 称 不 变 ， 如 果 a 偏离 了 M, JU, 
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表 W 


一 
al en | | 
A A ここ EN し la A NE 
1 -a — sing cosa -tga —ctga E 
2 -a (90*—«) cosa dina ctga tga 
D QN, A 
3 ta (90 "十 oa) cosg —sing —ctga —t ga 
4 aa (180—a) | sina ーcosg —tga —otga 
5 xta (180"-Fa) 一 sina —cosq tga ctga 
6 tr-a (270°—a) | —cosa —sina ctga tga 
7 ¿Eta c+ | 一 cosa sing 一 ctgw | ーtgo 
“8 2 ァ z 一 g (360°—a) —sina cosa 一 tga 一 ctga 
9 2x+a (360°+a) sing cosa tg の ctga 


WHEN EE ES A CE olt 


2. 诱导 公式 右边 的 三 角 函 数 的 符号 就 是 把 a 看 成 锐角 


(oca) 时 公式 左边 的 符号 。， 


110。 用 诱导 公式 求 tg (+ a) 


45- 


E: HUTafEY $4 — 4, BALEAR. 対 手 A 
变量 a 的 所 有 人 允许 值 公式 都 是 成 立 的 因而, 对 于 0<a< 


o BRUMA, RM, IAEA, RE 


WHR, Hitg T NE = ニーctgg の 。 
1n. 计算 ， 


1) sin135% 2) ctg150*, 3) cos70°; 
_4) cos240% 5) sin310% 6) tg320*, 


解 ，1) sinl35"-sin (90° +45") = cos45°= 2, 


2) etg150"= ctg(90? +60°) = ~ctg60°= -/ 3; 
3) cos70°=cos (90°— 20°) =sin20° = 0,3420; 


4) ,cos240" =cos (270° - 30°) = - sin30° = -4 


5) sin310° = sin(270° +40")=ーcos40"=ー0.7660} 

6) tg320" = tg(270° + 50°) = -etg50"= — 0.8391. 
“112. 计算 : 

D cos150% 2)tg135% 3)sin120"5 4) ctg130°r 

5) cos210°; 6)sin260", ^ 7)tg2207) 8) ctg200* 

9) sin210% 10)sin350", 11)c05280% 12) tg340% - 

; 13) ctg325°; .14)sin345?3 15)c05295*» 16) tg335^, 

13. 计算 : 

D sin225% 2) cos150" 3) tg210% 4) sin330* 

5) tg315% 6) cos240" 7) sin200" 8) ctg140"。 


解 ,1) sin225” =sin(180? +45%)= —sin45* = LE, 
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2) cos150" = cos Ge0"- 30* ) = -eos30" = A 


3) 18210” = tg (180^ + 30°) cune -Y3, 


4) sin330° =sin (360*—30*) < — sin30°= -4 
5) tg315°=tg(360°- 45°) =-1g45%=-1; 


6) cos240" =cos (180° +60°)= —-cos60? = -二 


7) sin200° = sin(180"+20")= —sin20? = ~ 0,3420; 
$) ctgl40”=ctg (180? — 40?) = ctg40? = — 1,1918, 
114. 计算 ， 

1) cos225", 2) sin150%3) ctg210 4) tg225^; 
5) cos315”, 6) tg120% 7) etgl50% 8) sin220^; 
9) cos230% 10) tg250% 11) sin315% 12) cos340”, 
115, HH, 1) sin2.15; 2) tg4.85, : 
JE: D sin2.15- sin(3, 14 — 0,99) = sin0.99 = sin57 

—0.84; 
2) tg4.85= tg(4.85-3.14) = tg1.71=tg(1.57 +0.14) 
= -etg0.14= -ctg8"=ー7.1。. 
116. 计算 ，17 sin3.52, 2) cos3.68, 3) ctg5.11。 


$9， 综 合 题 


137. 计算 ， 
1) sin9135* + cos(— 585%) +tg1395"+etg( 一 630")3 ` 
2) sin(— 810%) +cos(- 900%)  tg( — 395°) ctg575 4 : 
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3) sin (- 2385?) i 2023°) +eos pim — 485°) 
-cos (- 125%) ; d 

4) 3tg930” * sin1200* — cos1410°; 

5) cos510° —sin480  cos840^ + sin1230% * 


6) sin (- xz ) +00s ーー +tg s 

ーー 377 

-ctg 4 3 

| 237 
7) sin (- mE ) -tg na +tg (- 4 ) 

197% 

-etg 6 ° 

118. 化 简 : 


D sin (a- A) cos (27 - q) 


-sin (メーo) sin (1 +a) 5 


3 
tg ( - +) -ctg (アー ム ) +cos (a- 5) 
2 sin Gr +a) ES 
119. .证明 恒 等 式 ， 
3r 
D cos? (Z-a) cos? (- a) "T 
tg? (a- 27) 2 f,- 37 
te (a- 7) 
p in (rt+a) tg (a) cos (27—a) 


ctg 人 ) ctg(x + a) a (&E- ) 
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1- etg? (a--5>) tg ( -3) . 
di ctg (ぐる) “Tata — 7 
120. 解 方程 ; 


1) cos? (x~x) +8cos (r+x) +7=05 
2) 2cos? (x-a) +3sin (1+x) =0; 


1) -2=0; 


3) 2sin2x 十 5sinf 2 


4) Seos? (x-5) ー2cos (-z) 20, 
5) 3sin? ( --3) =cos (xt 4m) š 0, 


6) Btg! (x- a) +12tg (1-3) = 0) 
7) 2tg' (Fra) +3tg (F+x) = 0。 


^o! v 
第 一 组 第 二 组 
D ER 1) 化 简 ， 
cos (42) e (エー sin(a -2r)vcos (至 - 
~a) -sin (Z-a) + -a) +tg(x - の )・t5 (se 
ct (EL - a) = +a) +cos! (Z-a) ; 


一 ctg ($-a) : 


20 HA: 


ctg225° — ct£675" —cos495* 


-Fcos765^, 


x 


3) 证 明 伍 等 式 ， 


Tr 
sin(n—a). et (- a) 
Elta) nz 
iu (T t2) 


cos (21—a) 


sia (ay — 510. 
4) 解 方 程 
sin*(x — n) t 6cos (=-= 


X cos (x+x) 


十 8sin3 (x-2) =0, 
5) MIE: 
ctg? (x-5) 一 ctg («~ 


m -2=0 


Rn 


2) iX > 
cos*336* — cos*156* 
tg'72* 
tg'18" 


+tg100°tg350° 
A ーーーーー - ーー タテ 


^ Fetge? 
3) 证 明 恒等式 : 


e Qn) 


ctg (a - 2a) 


sita): =1, 


4) 解 方程 ， 
sin* (x+ x) -10sin(x- x) 
SET: 
cos(x — n) t 21sin* (GE es) 
=0。 
40 解 方程 ， 


cte? (2-22) ー4tg (x- 


=z) 十 3= 0。 


第 二 章 ，” 反 三 角 函 数 与 三 角 方 程 _ 


$1. 反 三 角 函 数 ， 按 照 已 
知 三角 画数 値 作 弧 ( 角 ) 


RD neti [一 E) wine, Ax 


BB IO AER, H y= arcsinx 表示 』 
D (arcsinx) =[ ~1,1), RE Qe 
E (arcsinx) = (-—=, =) , Sinlarcsinx)=x, 
XXHix€C-1, 1〕,arcsin(-) = —arcsinx 
函数 y = cos PERICO ATA, MARRE, X 
ARM ATA, 用 arccosx 表 示 。 
D (arccosz) =[-1, 1), 万 arccosz) ， 
x0, 7); 
cos (arccosx) =x, iXHix€( -1, 1Jjarccos(-x) 
xz —arccosxo - 


met E, O 内 可逆 。 即 具有 反 
EX, XAR pac m LE NRM, Ji y = arctg xta 
Dlarctgx) = R, Elarctgx)= (a P 
a .51 


.tg(arctgx) =x， 这 里 x & R; arctg( —3) = - arctgx. 
. By = ctgx 在 区 间 (0, y) 内 可逆 , PRAKEN, 
这 个 反 西数 叫做 反 余 切 函数 ， 用 y e arcet 
D(arcctgx) =R, Elarcctgx) = (0, ai 
ctg(arc ctgx) =x, XBIx € R; arcctg(—x)=g 
| —arcetgx, 


1. 求 出 正弦 等 子 o 的 Ma 
的 集合 。 

解 ， 在 单位 圆 的 了 轴 上 取 
~AN (0,a)， 并 通过 这 点 作 
平行 于 XX 四 的 直线 ， 我 们 分 两 
种 情况 来 研究 。 

第 一 种 情况 ， 设 | cl <1， 
WARY = GRUB AE [E 相交 于 
Mi 和 M2 两 点 ， 这 两 点 关于 Y 
轴 为 对 称 (H5, MÁM = ei 相对 应 ,而 
Mar- arcsina- MADE, AM PTE R 55 F oa. 
USMIR A, BUE SEES A 9T HET TEES I 
表示 : 

a-arcsinat2Rg (hE Z) , ; 
HANM ERES T a BO LR A Ar TERA: 


a=x-arcsina+2kr, RÆ 


a= -arcsina + (2k +1)x(kE Z) o 
由 于 当 *= 28 时 《〈 即 ”为 偶数 ) , (-1) "=1; n= 


2R+1 时 〈 即 "为 奇数 )》 , (-1)" = -1， 那 么 这 两 个 公式 可 
52 > 


合并 为 一 个 公式 ， 
u= (-1)"arecsina+nr (n€ Z) e. 
第 二 种 情况 ， 设 a = 11, 加 果 c=1, WAN (0,0) E 
HB (0,1) 重合 ， 如 果 a = -1， 则 点 N (0,0) 与 点 D (0, 
-D 重合 (WMD 。 当 终点 为 8 (0,1 Hj. GEa - 18D MK 
集合 可 用 下 式 求 示 ， 


a= +2hr (hE 2), 


而 当 终 点 为 D (0, -1) W a= -1 时 ) MEJÍA A 可 
用 下 式 表 示 ， 


a= Me (kE Z), 
EERS Fa Clo| S1) B9 SE 2$ 89 9&. E EA 
(-=E, 4] PARRA ROD arcsinc M BUS E 3X 


2 
函数 的 主 弧 。 

2. "SHEET FPES EM: 1)0 2271: 
3) 560 Y3,p-l, 


NW. D a-arcsin0 -0; 


2) a c aresin( - D = -aresin 15 => 
3) a-arcsin 1 == 
2 
AC 
4) w= arcsin à 3?" 
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1 D! x 
5) a= $ ーー テー) ニー " Ll ーーーー 
) arcsin € 2 ) arcsins 6 


3。 写 出 正 纺 等 于 下 列 数值 的 主 红 ， 


SET i 2) v3, 3 SA, 4) E, 5) $ 


4. fkiliBKaresin-2 arcsin (-$ T 
LIM- HII PI 

~. 2 
AMı= arcsin5， 
AM, =arcsin( EL 


=- arcsin2, 


5。 VHIASOTI 
MUSAE. ー 图 5 
解 ， 在 单位 贺 上 有 两 个 点 ， 它 们 是 正弦 等 于 元 NA 
和 es 的 终点 ， 
1 x 


Q1=arcsin -= 
2 6? 


1 x 
Qn caresin = T= o 


. 6 
因此 ， 所 求 的 缴 的 集合 可 表示 为 ， 
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a T m 
== +2k 二 一 一 十 = 一 一 十 
a A aña=x A 2 Ar (2 
+Dx, 


Ha- (-D'c tnr (n€Z) 。 


6. 写 出 正弦 等 于 下 列 数值 的 弧 的 集合 


1) s, D -1 3) 1; 4) 2, 
7. VEUESESET TAMBO, PE ARE 2E. 
对 应 的 弧 的 集合 ， 


1, 5-2 
D à D-319 0.6, 


8. 求 出 余弦 等 于 的 弧 c 的 集合 。 
f. 在 単位 周 的 
轴 上 取 一 点 NN 《a,0)y 
并 通过 这 点 作 平 行 于 Y 
轴 的 直线 。 我 们 分 两 种 Cian 
情况 来 研究 。 
第 一 种 情况 ,车 
la| <1， 则 直线 x=a 
uid mags: 于 Ma 和 
MiB, KAARTA 图 8 
轴 为 对 称 (图 6 )。 点 M5 W AM, = arccosa 相对 应 ， 而 
mM, SUAM, - —arccosa HEM AM AMAT 
a。 终 点 为 MI: 而 余弦 等 于 a 的 弧 的 集合 可 表示 为 : 


a=arccosa t 2kz(k € Z), 
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Tt £ R28 Ma BLA E PP OA ARA 
a= ~arc cosa t 2kz (k€ Z), 

这 两 个 公式 可 合 而 为 一 : 
a= tarccosa+2kx (k€ グ )。 

第 二 种 情况 ， 若 a = 土 1， 如 果 a = 1， 则 点 N C0 与 
BA (1,0) 重合 ,如 果 a= -1, WAN (g,0), 与 点 C〈-1， 
0) 重合 。 终 点 为 4 (1,0 〈 在 ac=1 时 》) (OA A RE 
为 : 

o a=2hr (ho Z), 
而 终点 为 C (71,0 《在 a= -1 时 ) 的 弧 的 集合 可 表示 为 
a=n+2kn= (2k+1) x (REZ), 

在 余弦 等 于 a Cla] S1) 的 所 有 的 弧 CAD 中 , 区 间 
(0,zJ 内 的 弧 crc cosa 称 为 反 余 弦 函 数 的 主 弧 。 

9. 写 出 余弦 等 于 下 列 数值 的 主 弧 ， 


v2 3 

1) 0; 2) 1; 3) 1; 0 5) 2 ; 6) 4* 
解 , 1) a=arccos0 => 
2) a=arccosl=0; 
3) a=arccos (-1) =73 

= don 
4) a =arccos- 3! 
5) a —arccos うら = s -arccos = mE 

3c 
al 
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6) a=arccos c5 ニア ァ ー arccos--, 
10. f Hia recos fil arecos まう) 的 主 弧 ， 


f. 图 7 中 作法 満足 条件 


2 
A Mi-arccos ^, 
2 
AM = arccos Cp 


=ø- arc COS 2, 


n, Sk eTld 
弧 的 集合 。 | 


解 ， 在 单位 回 上 有 两 个 点 ， 它 们 是 缴 a1 和 os 的 终点 ， 这 
两 个 弧 的 余弦 都 等 于 二 


Q1= arccos 


1. 
2 3” 


az= -arccos La zm. 
2 3 

因此 ， 所 求 的 弧 的 集合 可 表示 为 ， 
a= x^ ihn (kE Ze 


12. 写 出 余弦 等 于 下 列 数 值 的 弧 的 集合 ， 
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1 v3. v2 E 
1) 2? 2 T7 3) 7$ ; 4) 12 o 


13， 作 出 余弦 等 于 :1) i 2-5 3)- 0, 68536, 3E 


出 与 这 些 作 弦 值 相对 应 的 弧 的 集合 。 
14. 求 出 正切 等 于 c 的 弧 cx 的 集合 。 


解 ， 在 正切 轴 上 (图 8) 
WRN ,a) FRAME 
标 原点 作 一 条 直线 ， 与 单位 
圆 交 于 Mi: 和 对: 两 点 , 弧 .4M， 
和 有 及 的 正切 等 于 半径 OM. 
的 延长 线 与 正切 办 交点 的 
纵 坐 标 s。 点 JJ :与 弧 4M1 = 
arctga 相对 应 WR Mati AM a =arctg a+7 相 对应。 
A ANS Y: 


XGER 
a=arctga * ka (Rt Z), 


在 已 知 正切 值 为 的 所 有 OR ( 角 ) 中 , 区 间 ( - F 


5 ) 内 绝对 值 最 小 的 弧 aretga 称 为 反正 切 函数 的 主 弧 。 
15. 写 出 正切 值 等 于 下 列 数值 的 主 弧 ， 
1) 0; 2) 3,39 34) 135) -1, 


解 ， 1) a=arcig0=0; 
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2) a = arctgV ソ 3 = 7, 


i A V3 om 
3) &= arctg( 2. 9 arctg 3—= Y 


4) a=arctgl= D 


5) a=arctg( —1) = ~arctgl = -þe 
16、 写 出 正切 等 于 下 列 数值 的 主 弧 ， 


1) Ya, 2-43, 3) b 4) -0.7。 


17, E B Blarctg T Raretg -DHEM 
解 ， 在 图 9 上 作出 ; 


ンー へ 4 
AM, atctg さ ッ 


= —arctg a 


18、 写 出 正切 等 于 3 的 
"uds. 

解 ， 在 单位 图 上 有 两 个 
点 ， 它 们 分 别 是 正 切 值 等 于 
3 的 弧 cxz 和 cz 的 终点 ， 
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aj=arcigy 3 = FE Maz =arctgy 3 ` + 人 


因此 ， 所 求 弧 的 集合 可 用 公式 表示 为 : 
a= 3 Z yka RED. 


19， 写 出 正切 等 于 下 列 数值 的 弧 的 集合 ， 


1) 0; 2) V3 a) AIVE -VB35) ソ 2。 


20， 作 出 正切 值 等 于 ， 1229219) 1.5008, 并 指 


ts 

，. 求 余 切 等 于 a 的 弧 a 的 集合 

在 余 切 轴 上 (图 10) 取 一 点 NC,D, 过 这 点 和 坐标 

原点 作 一 条 直线 ， 与 单位 圆 交 于 Ma 和 Ms 两 点 。 MAM, 和 

AMs 的 余 切 等 于 半径 OM 的 延长 线 与 余 切 轴 的 交点 NN 的 模 从 

标 c， ELA, = arcctga 与 点 Mi 相对 应 ， qi MAM = 

arcctga + TE MAARE ARABE Fa, e, 
AIMAM SE ARA 

a -arcciga t ka (k€ Z)o 

在 余 切 值 等 于 a 的 所 有 OM 

( 角 ) P, KE (0，z) 内 的 弧 

arcctga 称 为 反 余 切 函数 的 主 弧 。 


22， 写 出 余 切 值 等 于 下 列 数 


値 的 主 弧 ,。 D — 2) -1 


$943,420 -3。 
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y 
解 , 1) a = atcctg っ ー = $ 


2) aem -atectgl oz - Lo 37 
cctg ri n J 


3) a =arcctgw 3 = v 


mo . 


4) の = アーarcctgv 3 = テー i 


23, 作 出 arcctgl1 和 arcctg (-1) 的 主 弧 。 
解 ， 在 图 11 上 作出 ， 


PP x 
AM = atcctgl = T’ 


-一 、 
AMa= x —arcctgl 


n 3x 
= g- — = —— 
4 4? 


24， 写 出 余 切 值 等 于 V3 
EEE 

解 ， 在 单位 圆 上 有 两 个 图 11 
点 ， 以 这 两 点 为 终点 的 弧 aa 和 cs 的 余 切 都 等 于 3 ， 


Ci= arcctgw 3 = 5, Mas = arcctgw 3 キタ = = 


tz. € : 
因此 ， 所 求 的 弧 的 集合 可 用 公式 表示 为 : 
as tkr (REZ), 
25. ERA ST TABA ns 
[7] 


1) 4, 2-13, 3103 


26. EH ZR UL CT. 1) -2 2) 0,8, 3) -2 
E E REIGEDICT Rb MRA. 


$2. 三 角 方 程 与 三 角 不 等 式 


方程 sinx=m, cosx=m, tgx=m, Tctgx - m, fj 

简单 三 角 方程 ， 这 里 m 为 已 知 数 。 

解 简 单 三 角 方 程 就 意味 着 ,在 已 知 三 mom 
-情况 下 ， 求 出 自 变 量 〈 弧 或 角 ) 所 有 的 什 的 集合 。 

不等式 sinx<m, sinx2m, cosx«m, cos >m, tgx 
Xm, tgx>m, ctgx<miflcigx>m, 称 旋 筒 単 三角 不等式 
这 里 m 为 已 知 数 。 

解 简单 不 等 式 就 意味 着 ， 在 把 已 知 不 等 式 变 成 同 解 不 等 
式 的 情況 下 , 求 出自 変量 CURA) 所 有 的 值 的 集合 


27。 解 方程 sinx = me 
解 , 如 果 m 志 1 ,那么 
在 单位 加 中 有 两 个 正弦 。 a MC I ON re snm 


eh a RN 
和 xz -arcsinm， 这 两 Mo 


条 弧 的 终点 关于 y 轴 为 
対称 12. 


5 m 
在 区 Ac T3? 
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¿No MOS BERN, MERES mK Marcsiam, WAF 


程 sinx = m 的 主 解 。 满 足 方程 sinx = m 的 全部 未知 部 的 集合 
是 求 得 的 两 条 绝 再 加 上 正 束 周期 的 任意 部 数 倍 ， 


arcsin: + 2&z, 
x= 


7 —aresinm+2kx, 
或 


m +2kx, 
Ws 


—arcsinm + (2k -- 1) z, 


方程 的 解 集 可 写成 一 个 公式 〈 参 看 习题 104) | 


x=(-—1)*arcsinm+nr(n€ Z)o 
如 果 |m| >1， 那 么 方程 无 解 。 
特殊 情況 


D sinx= ~1, x= tbe, hE Zs 
2) sinx=0, x=kw"w, k£ Z; 
3) sinx=1, ャ = テ +2kw, he Zo 
28. H Æ sins 
2l 
2? 


解 ， 在 区 间 [C EL 


LO ERM SET 009 


TES 
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《图 13)。 
方程 的 解 集 为 : 


| C Dorm Juez). 


29. 解 方 程 


1) sinx -Y2, 2) sinx= A, 


3 3 4 
3) sinx= - 3, 4) sin se, 5) sin%= po 


30. 解 不等式 siny く さす 
解 ， 注 意 到 正弦 函数 的 有 界 
性 , 原 不 等 式 可 改写 成 -1<sinx 


<E, HEMT: Am E, 


因此 ， 在 区 间 TE, 


图 14 


f WIEUKHUDR Ysin y ご よ 。 根 正毅 的 周 性 。 
原 不 等 式 的 解 集 为 ， 


cm +2kx, A +2ka) hE Z, 
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31. 解 不等式 sin | >L, 


fü: 不 等 式 xi<x<yxs 
和 x3 达 x 之 x4 的 所 A 9 Rx 
都 满足 原 不 等 式 。 这 里 x1 = 


ww TF 
—y X= A TE? X37 Xi 


6 


n 
+ D に 


图 15 


n 5m oq. 5x 
ACA Mtr HR a (i5, 
不 等 式 的 公共 解 集 为 


+ hr, Aem , REZ, 


32. 解 不等式 
1) sinx«0, 2) sinx>0; 3) sinx«1, 4) sinx 


1 
< 3! 
5) sinx> - + 6) sins - 5, 7) |sinx] <4, 


; 1 
8) sin x>zo 
) sin 73 


33， 解 方程 cos x=m, 
解 ， 如果 IS 1 ， 那 么 在 单位 图 上 有 条 关于 x 轴 为 对 
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EAKA Tm 的 HR. AM care cosm BAM -arc 
cosm 〈 图 16)。 

EREC, mpg, RRES 
Tom 的 最小 的 下線 arccosm， 
称 为 方程 cosx = m 的 主 解 。 满 足 
方程 cosx= m 的 所 有 的 弧 的 集 
A, EORAUTS AO S ACUR 
整数 倍 的 和 ; 


x= tarccosm + 2kx, 
REZo 
如 果 m>1， 那 么 方程 无 解 。 
特 丈 情况: 
1) cosx= -1, x= kom + 2kx, 或 x= (2k+ 13%, 


REZ; 


2) cosx=0, x= ft" keZ, 


| 2) cosx=1, x=2kx, RE Zo 
34， 解 方程 cosx o 一 去 。 


USF 1 と 
解 : 在 区 同 (0 XA, RUS Py 的 弧 AM = 


a ーー ラテ 是 方程 的 主 解 〈 图 17)。 方 程 的 解 集 为 ， 


[347 +2hx, he z} 


35, MAE: 
66. 


3) cos x= 


v8 
4) co: meo 
cos x n 


5) cos x= -0.3, 图 17 
36， 解 不 等 式 cos >ー テ 。 
解 ， 原 不 等 式 可 改写 成 ， 

-4 <cos x&l, 


在 区 间 E, DL) AR RON A cos > 


-去 (参看 图 17》。 因 此 ， 不 等 式 的 解 集 为 ， 


Cs ha, D ha) , REZ, 


37. 解 不 等 式 cosx< 一 二 
解 , 注意 到 余 荡 画 数 的 有 界 性 ， 原 不 等 式 可 改写 成 ， 
=1 生 cosx< ~- l. 


我 们 有 
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He 
AE ue S 
3 

(图 18) 。 
因此 ， 在 区 间 CAT, 


5 2 内 的 弧 满 足 不 


。 由 余弦 函数 的 周期 性 ， 得 不 等 式 的 解 集 


等 式 cos x 之 一 


(A+2 ha, LE + dk) , REZ, 
15 
38. 解 不等式 cosa] > Lo 
fi: 对 于 x 之 x 之 Xi 和 x 之 x 之 x 中 的 所 有 的 弧 都 满足 
原 不 等 式 。 这 里 x41= 子 ， X27 = Xs= Xi1+ TT s " 
x= Xz T= ーー テー mary << MG -1<x 


«Lat il BUR IAEA A 因此 ， 不 等 式 的 解 


Su. 
(Cá hm, の > REZO o 
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39， 解 不 等 式 : 
1) cosz ぐ 0 
2) cosx 0; 
3) cosx> -1, 


4). cosx «1, 


5) cos x«l, 


I 
6) cosx ^ > 


7 


a 
o 
2 
EN 
A 


40， 解 方程 tgx= m. 


M EKR C-A, LO 内 ， 正 切 信 等 于 m 的 绝对 值 最 
小 的 弧 arctgm， 称 为 方程 tgx = m 的 主 解 。 因 此 ， 满 足 方程 
tg x=m 的 所 有 的 弧 的 集合 为 求 出 的 主 弧 加 上 正切 周期 的 任 
何 整数 倍 
x-arctgm t hz, ke Z, 
特殊 情况 ，tgx= 0，x= Pr，REZ。 
41. 解 方 程 gz = ど 3。 
解 : 在 区 同 OCZ, D W, EWF I IER 
(20 。 因 此 ， 方 程 的 解 集 为 ， 
5 
(E + tn LE z}. 
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42. HI: 
D tex = -y3 , 


2) tgx- 1, 3)tgx=1,3270 


43, 解 不等式 tgx > v 3 。 
解 ， 注 意 到 正切 函数 的 无 界 
性 , 原 不 等 式 可 改写 成 3 <tgx 20 


<+, I. [i] E うう 内 的 弧 満 中 不等式 ig >V 3. Bl 
此 ， 由 正切 函数 的 周期 性 ， 得 原 不 等 式 的 解 集 为 ， 

| Gp tkm e hm), he Z. 

44, 解 不等式 

D tgx< - 135 2 tg テー ジ 3」 3) | tgxl る 
v3. 

45， 解 方程 ctgx= m, 

解 ， 在 区 间 (0，xz》 内 ， 余 切 值 等 于 mm 的 最 小 的 正 强 
arc ctgm， 称 为 方程 ctgx= m 的 主 解 。 因 此 ， 满 是 方程 ctgx 
= m 的 弧 的 集合 是 求 得 的 主 弧 加 上 余 切 周期 的 整数 售 ， 


x=arcctgm + hr, た EZ。 
特殊 情况 ， ctgx= 0 ， = hEZ. 


46. MARE ctgx= -1。 
解 ， 在 区 间 (O, D 内 ， 余 切 秆 等 于 - 10 HAM 
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r ーー P 是 方 冬 的 主 解 (图 21)。 因 此 ， 方 程 的 解 集 为 ， 


[Et | ez]. 


47. 解 方程 ， 
D ctgx= 1, 2) ctgx= 


-43; 3)ctgx = A 4) 
ctgz=2.05。 

48, 解 不等式 ctgz1。 

解 ， 注 意 到 余 切 函数 的 无 界 
性 ， 我 们 可 把 原 不 等 式 改写 成 ， 

1<ctgx< * 09, 

在 区 间 Q,7O SS 


不 等 式 ctg xl (W22 。 因 
此 ， 不 等 式 的 解 集 为 ， 


(kx, Ar+ うう ,hEZ, 


49. 解 不等式 
D ctgx< -1; 2) ctex>-15 


(O9 ctgx ンジ 3 ょ 4 lotgxl <lo 
50. 解 方 程 。 


D sin2x= 2 2 tg(3x+2) =-1; 
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3) ctgx*^- 0, 4) cos(cosx) = z 


o 


解 1) 2x = (- Doer, 方程 的 解 集 为 ， 
( G Dima > [ez | 


2) 3x+2= -5 + kn, 3x= 一 本 一 2 ka 因此 ， 方 


程 的 解 集 为 ， 


3) a+ I&| z, 方程 的 解 集 为 ， 


xr 
CATE [rez], 
4) cosx= t5 +2kxs 由 于 任何 的 &e 2 都 会 使 方程 右 


边 的 绝对 值 大 于 1 ， 所 以 方程 无 解 。 
51， 解 方程 : 


D sin «7-1, 2) tg (3x1) =1, 


5 
3) tg3x = 4) sinzx- E, 
5) cosx? =}; 6) sin(cosx) =0。 


52, APER: D sint $3 2) tg2x< - 1, 
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解 ，1) RIT TL 2h << Te tha, 
d Aen e Es dkr, 


或 ze (+4kr, + dh) he Zo 


2) RM 有 - テ + hzc xc - hm, 


ーー サ <a er ER 


或 nt y -24 E ,h€Z2, 
53. 解 不等式 


1 と ミル X Lt 
D sin2x< z’ 2) cos. > 2! 


3) cg 1, 4) tg3x ^ - 1, 


54. ft Ji fisin!'x 2 m (0 &m& 1), 


解 ， 已 知 方程 可 化 为 两 个 简单 方程 sinx =v mM sinx 
= - wm。 这 两 个 方程 的 解 可 表示 为 ; 
x= hr+ (Dare sin/m, x-kz- (- 1) 
arc sinv/m o 
这 两 个 公式 中 影响 第 二 项 符号 的 因 式 〈- D'ET X K 
要 的 。 因 为 ,对 于 某 个 整数 A, 如 果 在 第 一 个 公式 中 arc sinw m 
前 取 正 号 ， 那 么 对 这 同一 个 在 第 二 个 公式 中 arcsinwm 前 取 
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WY, 反 之 赤 成 立 ( 依 ぁ 的 奇 偶 性 面 定 ) 。 因 此 ， 这 两 个 公 
式 可 简化 为 一 个 公式 ， 
x=nmitare sinvm, ne Zo 


55, 解 方 程 


D sin'y =L, 2) sin2x= 13 


3) sin2x = 2, 4) sin2x = 0, 


56. fJ cos? x= m (0 «im«1, 


解 ， 已 知 方程 可 化 为 两 个 简单 方程 cosx =v mI cosx 
= - wm。 第 一 个 方程 的 解 可 写成 ，x = 2hx 土 arecoswm ， 
第 二 个 方程 的 解 可 写成 ，x= 2 を 7 土 (ケーarc cosy m )= 

《28 土 1) miarccosy m。 两 个 公式 合并 后 ， 得 i 
x=nmitarccos Vm, n€ Zo 


57. 和解 方 程 , D cosix=1, 2) costa = 二 


っ 


3) cos? x= 4) costx= 0, 


58. 解 方 程 , 1) tg'x- my 2) ctg2x = m, 

解 , 1) 已 知 方程 可 化 为 两 个 简单 方 程 ，tgx = Wm 和 
tgx = -Vm。 第 一 个 方程 的 解 可 写成 , x= gz+arctg ソ 1 
第 二 个 方程 的 解 可 写成 ，x= rare tg/m. 两 个 公式 合 
并 后 ， 得 ， 

x=kritarcigym, keZ. 
2 类 似 地 可 求 得 ， ヶ = ka tarcctgy m, keZ. 
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59. MIRE: 1) tgzz=1, 2) ctg'x 73, 3) tgx =o 


60. 解 方程 ， 

1) 2sin2x-- 7sinx t 3= 0 ; 

2) 4cos? x t sinx- 17 0; 

3) 2ctg3x+ tg3x+3= 05 

4) tgx cosx- tgx- cosx- 1- 0; 
5) tg^x-tgx, 

解 , D 解 关 于 sinx 的 方程 


TEAM TES quas =L, 


(sinx) 12 = E ab 5 


(sinx) ¿= 3, six 2, x= (-1)* で thm sins 
= 8 无 解 。 于 是 ,方程 的 解 集 为 : l 
— 349882 4, C l 
( Eaka | ez). 
2) 我 们 有 4(1 - sin2x) +sinx-1=0, 4sin?x ~ sin% 
ー 3 =0, sinx- — a 和 sinx=1, x= (- 1)** arc sin? 


4 


tef xo GA kro PAE, IIA 
+ ES m : 
( (- 1) aro sin + AT， 十 2 kx | ZER m 
3) 这 里 3x 天 kx， 3a +t km, 即 
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US xy. AE too AR Bietg 3a, 


6 m 
fü, 


一 一 一 = z = 
tg3z Ttg3x+3=0, tg'3x + 3tg3x +2 = 0s 


tg3x= - 2, 3x= 一 arctg2+ kx. 


¿x= - ¿aro tg2+ テコ 
tg3x= ~1 3x= -T+hr ado a M 
i 4 2 
因此 ， 满 足 方程 的 解 集 为 ， 
-4 Ris Aa E he 
{ 3 arete? + -y an” Ar jez}. 


の MEA tkn, 把 方程 左边 分 解 因 式 ， 然 后 令 5 
个 因 式 等 于 零 ， 得 ， 
tgx(cosx+1)— (cosx+1)= 0, 


(cosx+1)(tgx—1) =0 
cosx+1= 0, cosx=-1, x= (kt 10m, 


tgx- 1-70, tgx=1, x= Y tkn 


因 此 , 満足 方 程 的 解 集 力 
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| ER+D m zehn nez]. 


5 use hz, 我 们 有 ， 


tg3x—tgx= 0, tgx (tgix-1) =05 


tgx=0, x=kx; 
tg?x=1, x= + ite ー 


BD. al e 
LZ ptm | ez). 


61， 解 方程 ，1) 2sin? x+3cos x~3=0; 

2) cos*x—cosx—2=0; 3) 5ctg?x — 8ctgx+3=0。 
62， 解 方程 ，1) sinz-cosz=05 

2) sin’x - 4sinxcosx + 3cos!x = 0, 

3) 2sin? x+ 5sinxcosx t cos*x — 4- 0, 


解 ， 我 们 有 


j m 
sinx-cosx, ーー テー=1。cosx 学 0 (a+ kx), 
COSX 2 


tgx=1, a= tka, BEZ, 


2) 我 们 求 得 ， 
sin?x Asinxcosx 3costx _ 
es à m :; 70 
cos?x cos?x costx 


G3 + ka) 3 
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tg?x— dtgx+3=0, (tgx)1=1, (tgx)a= 35 
x= E +kx, x=arctg3+ hz, Rc Zo 


D 将 常数 项 乘 以 sin2 x *eost x, FORA, 
2sin?x + bsinxcosx + cos!x - 4(sin?x * cos?x) = 0, 
或 2sin2 メー 5sinxcosx + 3cos? x=0, 


用 cos?x (x + T +ka) 涂 各 项 ,得 ， 
3 
2tg2x 一 5tgx+3=0，(tgx)1=1 和 (tgz)3= PL 


= qr keZ, xcartg + ha, AEZ. 
63， 解 方程 ; 
1) 2sinx-—3cosx= 0; 
2) sin?x- 6sinxcosx + 5cos? x= 0; 
3) 9sin?x  25cos*x + 32sinxcosx = 25, 


64， 解 不 等 式 ， B 
D sinx>- 1, 2) sinx< - - , 3) sinx> 
v2 
TU" 
4) cosx< - Ys, B) tx < GE, 6) ctgx<l。 
65. 解 方 程 ; 


T8 


1 


M 


cos2x «1, 2) tg( x Ud) 


3) te(2x+ 7) = 1) 


4) tgx(sinx + cosx) = 0, 
5) cosx(tgx- 0 = 0; 


6) tg S (1 +c05x) = 00 

66, MIRE: 

1) 3sin'x-cos'x— 2-0, 2) T7sin?x— 5costx + 2:06; 
3) tgx Fetgx - 0 4) sin?x— cosix= cosx, 


67, 解 方 程 


y Sin2x_ 


=0; 2 cos"x +sinxcosx- 1: 05 
cosx 


3) sinx = M : 4) tg?x t tg'x - 3tgx- 3-2 0, 
cosx 


68. MITE: 
1) sin!x- l0sinxcosx + 21cos!x = 0; 
2) 8sin?x +sinxcosx + cos?x - 4= 0, 
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小 


第 一 组 
解 不 等 式 和 方程 ， 
Dsin そく 0 


x = 
2 cos 0 


$) sin3x 20,5; 

4) 2cosx -t£x — 21£xcosx 
—1=0; 

5) 2sin!x-—3cos'x t sinx 


cosx = 0, 
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第 -组 
解 不 等 式 和 方程 ， 
1) ctgx> 一 Y35 


2) asin E T) - T 


3) cos2x tgx - 0; 

4) 4sintx+4sin?x—3sinxw 
-3=0; 

5) 3sin?x +2sinx coss 
一 5cos2x = 0, 


第 三 章 ”两 角 和 与 差 的 三 角 函 数 


$1. 两 个 自 变 量 代 数 和 的 三 角 函 数 
(加 法 公式 ) 


欲求 两 个 自 变 量 之 和 或 差 的 三 角 函 数 ， 可 利用 下 列 公 
式 ， 


sin(a + f) = sinacosf + cosasinf; (3.1) 

sin(a ~ f) = sinacosf —cosasinó; (3.2) ' 

cos(a + f) = cosacosf —sinasinf; (3,3) 

cos(a — B) = cosacosf + sinasinó; (3.4) 

+ 

tg(o+ B) = ー」 ax bl), 

px 孝信 25 1 tgateb 1, (3,5) 
(a-8)= E f (ok) 

tala 1+tgatgó ” ar 2 * 

Bs (2k +1), tgatgP - 1 G.6 

etgactg — 1 
ctg(o v B) = =2 ctga tctgB > afkx, BFkr, 
añ-fB+ ka; (3.7) 


81 


ctgactgß + 1 


ctg(a - B)= visa Pop 


az ka, 


1. 计算 ， 
3 


afkx, BART, 


(3.8) 


* 


, 5 ud 
D 如 果 sina = $» cos = -13 as MEX a), 


Be (a, 5, 计算 sin(c+ Bi 


4 4 37 
2) 如果 cosa= - p, sin ガ = e aea, 


pe CS ,22) ,计算 sin(a 一 )， 


24 15 
3) 如 果 tga= T. t68= 是， ac Ge, m, 


pe ts, A, WEcos(a * 85, 


M: 1) 当 ae CL, MBE Gr ) 时 ， 计算 cosa RI 


sinf: 
=- -(3) =- 
cosa = Jd e 
sinf =- Jet ci = 
由 公式 (3.1) ,得 ， 


3 
sin(a+ f)= zy Og +O 
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j 7 
cosf - f - c- = 25。 
由 公式 (3.2) ,得 ， 
3. 7 4 4 
sinta—B)= (pag! 5 (ag 
e 
771328* 


1 
M 2 z 
3) 由 公式 1+ tg?a costa ? 


n 
注意 到 ce C, m, 我 们 求 得 cosa = Wee 25 
7 


sinas i- = 25< 类 似 地 可 求 得 cosh= -总 ， 


15 
sinf = - 17° 


由 公式 (3.3)， 我 们 得 到 


了 8 24 15. 
cos(a t B) = (39 (172725 Cip 
416 
= 425° 
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2. 计算， 


D 已 知 cosu= £, sinf = i, a € E, 27), 
Bé, 2, HéEsin(a+ BMisinta— 6); 


2 已 知 sinc = iz B. cosfi Š ae Z a), pE E, 
22) ,计算 cos(c+0) 和 cos(wa- p); 


3) 已 知 tga= - $, ee ( テ 。 a), Wisin ta 和 


cost ta), 


3. TER MITIN ERA La IR 


TT mom 57 m n TR mz (m 


u qG"s-41 76 4 utat d^ 
4, Ws 


3 4 
1) sin(atesin + atesin) y 


o, 
2) cos (arccos pg taresin rz). 


3 
HE. D 设 arcsin =a, arcsin $= A, 那么 我 们 有 


3 
sin? 77g» acl- の 72 和 sin の = っ の 6【ー 2 1。 
A il d 3 2 A _ x4 4 2 
由 此 求 得 cosa= 。/ 1 noy Tg. cosB= /1 d 


B4 


3 
= pe 因此 ， 


3 
sin (aresing +arcsin b = sin(a + の 

3 3 4 

= sinacosf + cosasinf- E dep 1, 

3 8 3 
2) 设 arccos p =a, arcsin 37» Ji cosa =p» acC), 
masa mos A 3)* 
sin8 = S, ge c- T, T2, RMR 1- 


4 1 1 
e 5? cosB=/ 1- -i, 于 是 ， 


3 8 
cos (arccos + arcsin17) = cos(a + f) 
= cosacosf —sinasinf 


3 15 4 8 13 


“5 177 5 17 8» 
5, WW. 


1 11 
1) cos (atocos7 ~ atccos, 72) 


: 。 5 ¿12 
2) sin (arcsin Jz Y arcsin13)。 


6， 计 算 下 列 各 式 ， 

1) sin20*cos40? + cos20*sin40 3 
2) cos47"cos17? + sin47"sin17 。 
解 , D sin20?cos40? + cos20?sin40^ 
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=sin(20° +40°) -sin60* = YA, 


2) cos47?cos17? + sin47°sin17° 
= oos(47。- 17°) = cos30° = A, 
37. 化 简 下 列 各 式 ; 


n x n n 
1) cos, Cos で 一 singsings 


x XA x 
2) Singcos, ~ eos, singe 


8. 计算 ， 


D 如 果 tga= E, t8b= 人 对， 计算 lg(a+ E) 


ピコ 


2) 如果 tga= テ > gH zr 斗 算 ctg(e- の ぅ 


d £ 
3) 如果 sina = 5, a€ Gs a), HAL gta) 


解 , 1) 由 公式 〈3.5)， 得 


tg (a+ B)= 


1 2 2 
2) 求 出 ctgc= dau ^ $^ ctgB = taf =o 由 公式 
《8.44) ,得 ， 
86. 


^w 


3 3 
ctg(a - E aT EP 
3 5 
tpg *tga 
4 1+t 
3) 我 们 有 tg( 子 +a)= pe a . 
1-tg—tga 
4 
Sina 
^ = 2.4 
由 公式 tga Tim 下 ; 
12 
ttam Tm CREA h 
に: 
13 
.12 
5 7 
ute) —à3-* oie 
5 


x 5z 75 

1) tejo 2) 187153 3) 181^ 
Ax 
LM 15 


t Ac 
15 15 


4) - 
mw 


3 T 
D 已 知 :sinc= Fra € ao. 
10. 计算 ， 


3 
D tg (arctg み Taretg 25 


4 
2) ctg(arcsin p +arctg3) 


解 ，1) 由 公式 (3.5)， 得 ， 
tg(arctg +arctg > 


tgarctg Le tgarctg H + 
一 一 一 一 一 < 


1 E = 8 
1 - tgarctg っ tgarctg 一 


4 PR l 4 
2) 设 arcsin 5 7a, arctg3 - B, 那 久 sing= 


5” 
get= om Th Mtg =3,BE (- 3 25 RIR He 


ie 


1 
.ztga= 3, ctg の ニー。 由 公式 (3.7)。 得 。 


4 
ctg(arcsin p 「arctg3) = cig(a + の) 


A 
poe M Cr Y 
4,1 3 
3 3 
n. 计算 ， 


2 1 

1) tg(arctg 3 一 arctg で 
1 

2) ctg(arcctg5 一 arcctg 3? 
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12. 


2) 


3) 


2) 


3) 


13. 


1) 


2) 


3) 


4) 


化 筒 」 1) sinacos2a + cosasin2a: 


sin(a + B) -sinfcosa 
sin(a — f) + sinfcosa 


3 


ta( i" a) -tga 


1+ tgo a?tga 


: D 利用 公式 (3.1)， 得 ， 


sinacos2a + cosasin2a = sin(a + 2a) = sin3ao 


sinta+B) -sinfeosa _ 
sin(a — B) + sinfcosa 


__sinacosf + cosasinf —sinfcosa_ 
sinacosf - cosasinf + sinfcosa 


_—SinacosB__y 
sinacosf し 


利用 公式 (3.6), 85 


tg( +a) tgg 
7 Ttg qta-a)-tg, =le 
1+tg(F + a?tga 


化 简 : 
sin(a+ f) -sinta -Pp)s 


i E4 
cosy *a)cosCg - a) -cos?a; 
ioc int y adint 
2sinC, + a)sinC, a) tsin'as 


Sin2a - cos2«tga; 


89 


UT 
1+ts(G-a) 

5 一 一 和 
1-tg(—- 
8C, a) 


x m 

6) tg ta) -tgCp- as 
14. 自明 恒等式 。 

vV 2 cosa - dcos ta) 


1 = —--tgas 
2sin( A +a) ~ v/2sinu 


a-t8p 
2) —3 es adm tg(a t fotgta - £8), 


解 , 1) 化 简 等 式 左边 ， 得 ; 


マツ 2cosa- 2cos( デ ャ a) 


2sin(E+ a)-v 2sina 


4 M 到 cosa — cos CT a) ] 


sin i -+a)- Zas] 


cT n -T. 
cos cosa 一 cos-cosa + sin q sine 


E LAN r, 
sin a * cos "sing - cos 1i sing 


结果 与 右边 相同 。 等 式 得 到 了 证 明 。 
2) 化 简 等 式 的 右边 ， 


tgla+ BY)tgla-— B) 

. liBatiBÜ 。 tgo 一 tg お — 
l-igatgÜ ^ 1+tgatgp 

- t'a — tgp 


1 tglaig?f ° 
15. 证 明 恒 等 式 ， 
1) sin(a-* f)sin(a - B) =sin2o —sin*B; 
2) costa + B)cos(a - B) = costa — cos*f, 


3) costy -a) = y cosa + ツ 3sina)s 


3 Em 
4) sin(y +a)= (sing + cosa) 


5) costa — 2cosacosfeosta + B) + costa + B) 
=sin'B, 
16. 解 方 程 , 


1) sin2xcosx+cos2xsinx= 0; 
m a 
2) sin( * a) tcos(x === 0; 


tgx+1 
1-tgx 


=1l, 


3) 
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解 ，1) 利 用 公式 (3.1)， 得 ， 
(sin2xcosx + cos2xsinx = 0) <> (sin(2x + x) 2 0) 
> (sin3x = 0) <> (3x = kx) 


<> s= tE, REZ, 


2) 利用 公式 (3.1) 和 (3.4)， 得 ， 


。 な LAM Tas nr 
sin rcosx + cos-¿sinx + cosxcos-T *tsinxsiny = 0, 


Aksini Giny scs D 再 合并 同类 项 ， 得 到 方 
Be 


2sinx + 2cosx 2 0, BP sinx + cosx- 0, 
在 cosx 关 (0 的 情况 下 ， 我 们 有 tgx= 71) x= E 


*kz, he Zo 
3) RINA: 


E 
tgx t tg 一 
+ 
(REL -1) Par (— ーー シー 21) 
1-tgx 


< (iz Gee 7) =1) => (x+ LE th) 


«—x-hn, AREZ。 
17， 解 方程 


1) sin2xcosx 7 cos2xsinxs 


2) 8sin (た ー め 3cosy=0 
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pe 


3) 5sin (3 +x)+ Tsin- x) = 0。 


18. 计算 ， 

1) 如果 cosa= 3, cosB=L, Ha€(0, 25 , 
^ 5 25 2 

(0， D , 3Kcos(a * が ) 和 cos(z- f); 


2) 如 果 sina = E cosfB = -H Ha € (a, m : 


Bem, 37) sin(a の 和 cos(e- の )。 


19. HW: 


1) 如 果 ctga EI Xtg(a 7457) $ 


2) 如果 tga =$, 求 ctg(g-45?) o 


20. 化 简 : 
E m 
in— 十 E 
1 sinz 005155 


2) sin?(a — B) * sin?B + 2sin(a — f) cosasinfl, 
21, 開明 恒等式 


1) sin (で + の sin( a) = cosa; 
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2 


4) 


5) 


6) 


22. 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 
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E -T 3 
osa t cos? (— + +cos? (ーーo) => 
cosóa cos? (= a) +c0s ga 2! 


1 


T i EA 
i ee 
cos3cos17 — sin3sin17 2? 

cosa +sina =tg (E Fo) 


cosa —sina 


m ni 
EU P c D 


= 2sinacosa; 
x m" 
tj + a) Hg a) 


JA m M4 " Xm 
Dude (—- +sin(—+ + (e 
tg( T +a) tec a) sing a) +sin 6 a) 


z1-cosa. 


证 明 恒等式 ， 


sina DD *sin(la-B) _ tga + tg 


2cos?acos? B 


cos? (a+ f) * cos'(a - B) EET 
e 2 -1-ct ct 
2sin?asin?f etg'actg!By 


tg (a-p) *tgB _ cos (at D) — 


tg (a* B) -tg8 cos (a - D 
(tga + tgB) ctg Ca-* [D * (tga - tgf) ctg Ca - B) 
=23 


tga t tgÜ , tga -tgp o. 


tela+ p) tg(a- f) 


23 证 明 人 恒等式 ， 

1) sin(a + B+ Y) =sinta + f)cosy + costa + B) sinYs 

2) costa * B * y) 2 cos(a + cosy —sinCa + B)sinY: 

3) Sin(a- /D , sin(B-Y) , sin(Y-a) -0。 
sinasinf sinfsinv sinYsina 

24， 证 明 恒 等 式 ， 


1) cos 15? - y 3 sin15° = 2sin45*; 
2) cos59?cos79" +c0531*co511* +cos20° = 2 cos 20% 


sind0°cos15° — cos40?sinl5" 


3 = tg25* 

? cosis coslo -sinis sinio" 253 
cosl15°sin305° +sin35°ces25° _ 7 

i cos160^sin230? — cos40°sin70° v3. 

25. 解 方程 ， 


1) sin (テー ァ tera ey 
2) cos2xcosx = sin2xsinx; 


d Ed a 1 2 
— +2) 一 一 == 2 
3) cos (て 2x)cos( 1 2x) 295 2xy 


5 3 
4) cos ¿> = cos COSXo 
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小 测 验 


第 一 组 
D Bh sinas- 1, 
17 


cosB = + Hat (my テッ 


第 二 组 


1) 巳 知 , cosa = $, cos 


7 37 
= 一 一 一 -， 且 CE (—, 2%) 
zB C3 ' 


pe, am costa e. Be c, ME 计算 sin(c 一 有 )。 


2 计算 sin (arcsin + 


—arccos-19. 
arccos 17 de 


D EHEER 


sin(a—B)cosB+cos(a—B)sinB 
cos(a —B)cosB — sin (a —B)sinB8 


zi£a, 
4》 REFR 
tgatg8 + (tga 十 tgB) 
xct£(a B) = 1, 
5) 解 方程 


-x) 


。 4X 
2sin( 3 


Ax 
3 


~sin( +x)=0。 
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2) 计算 cos(Carc sin 4 


12 
(ーー)》。 
+arccos 13 


3) WEBER AN. 


sin( 1 +0) —cosí i +0) 


sin( +a) +cos(Z +0) 


HER, 
4) 证 明 恒等式 ， 
t£ (Esa ~tg( Ea) 
3 3 
_ 8tgo 
| 1-3tB%a ” 


5) 解 方 程 


sinxsin3x-- cos4x = 0, 


$ 3。 倍 角 三 角 函 数 


信和 角 三 角 冰 数 的 公式 可 以 将 角 2c 的 三 角 函 数 表示 为 角 a 


的 三 角 函 数 。 
sin2a= 2sinacosa; (3.9) 
cos2a = cos?a — sintay (3,10) 


tla 285, ap ek, aite y 


1-tg'a 2 
(3,10 
ete a-1 ka 
ctg2a To dar ar 2 (3.12) 
由 公式 (3,10 容易 得 出 下 列 关系 式 ， 
cos2a = 2cos2x ~ 1; (3,104) 
cos2a=1- 2sin2a。 (3.106) 


26. 计算 ， 


1) 如 果 cosa - £, «acm, 计算 sin2cy 


2) 如 果 cosa= —0.2, Sac, 计算 cos2a3 


3) 名 果 teg=。 a<a< $t ， 计 算 tg2a。 
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efe 
if. D 我 们 求 得 sina=W IT- EY s- m4 


X 〈3.9) ,我 们 得 到 
sin 2a=2 (-3).4 24 
5 
2) 由 公式 (3.10a), 求 得 cos2a = 2(-0,2)?-1= ー0.92。 
3 
が 4 3 
3) 由 公式 (3.11) ， 求 得 tg2a = — y CE ure 
1-02 


27. BG Dsina- -ž, Hr<a< —> 2) cosa 


x BR acm 3) tga- + HB <a<m 


HWA: sin2a, cos2g 和 tg2o。 
28. 1%: 


”1) 如 果 tg 2-5, Rctgzs 


2) 如 果 sin-& - E re で うー 3Rsin3a, 


cos3a 和 tg3a3 


3) 如 果 tgx= T, Ha<x<+ 


2 ， 求 cos4x 和 tg4x。 
29. 求 下列 各 式 的 值 ， 
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¿A 337 g sinte 
1) 已 知 cosa = rx Ha<a< > 求 $m 


D 已 知 sina= - 3, acom, RAT, 
30. 1) HisinaÉmsin3a; 2) 用 cosa 表 示 cos3a。 
KR: D sin3a = sin (2a+a) 
= sin2acosa + cos2asina 
= 2sinacosa*cosa + (1- 2sin?e)sin a 
= 2sin2*cos?a + sina — 2sin?a 
= 2sina(1- sin'a) * sina ~ 2sin?a 
= 2sina ~ 2sin?a ^ sina — 2sin?« 
= 3sina— 4sin?a; 

2) cos3g -= cos (2a a) -cos2a cosa- sin2asina 
= (2cos'a—-1) cosa- 2sina*cosa sina 
= 2cos?a - cosa 一 2cosasin?a 
7 2cos?q - cosa 一 2cosa* (1 ~ costa) 
= 2cos?g — cosa — 2cosa + 2cos'a 
= 4cos?g - 3cosa, 

31. 1) 用 sing 和 cosg 表 示 sin4g ぁ 
2) 用 sinz 和 cosg 表 示 cos4g ぁ 
3) 用 tga 表 示 tg3a3 
4) 用 cosga 表 示 cos4as 
5) 用 sing 表 示 sin5z。 
32. 证 明 恒等式 ， 
1) 2sin'a *cos 22215 2) 1+cos2a= 2cos?a; 
3) L+cos 2a 


一 = ctg2cy 
1 一 cos 2a 
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4 _ sin2a— sina 
1- cosa + cos2a 
5) cosfa + sinta = 1- 0,5sin?2a; 
6) costa +sinfa= 1—0 .75sin?2as 
?) 1 +sin2a _ sina + cosa 
cos2a cosg -sing 


= tgas 


35 + si 
8) sin a sin3 a , otgaj 
costa — cos3 a 


9) 1 - costa + sin2a 


=t 
1+cos2a +sin2a UM 
10) -2-sindactg2a .= (020, 
sin4Z 
11) _sinda___cosda__ 
sina cosa 
12) Lt costa , 1 + cosda - otga; 


cos2a sin4a 


13) cos 4a + 4cos2a +3= 8costgo 


33. 解 方 程 。 
D sin2x-sinx-0, 2) sinx*cosx= h 


3) cos2x 一 Sin2x= 1, 
$4. 半角 三 角 函 数 


半角 三 角 函 数 的 公式 可 以 用 自 变 量 a 的 函数 来 表示 自 变 
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sind = + 1ーcose , (3.13) 


2 
cos Z= + f Lee, (3.14) 
tg ニキ n2, ax Gh +1) 7 (3.15) 
etg? = + L teose., a 2km; (3.16) 
teg = iine, ar (2k+1) m, (3.17) 


a -1-cosa kar (2k+1) e" 
87” sina ^" AMa*kr;, ni 


toZ =1+cosa  Edar*2kz, 
ces sina ÁillaXkx; (3.19) 


tg - Sine 2hz, 
etg Deme arF2kr (3,20) 


在 公式 (3,13) 和 (3.10 中 ， 根 号 前 的 符号 取决 于 
公所 在 的 象限 。 


EAR (3.15) 和 3.16) 中 MENA 
符号 相同 , Bl, RAR ERES 根 号 前 的 符 
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号 取 正 号 ， NUR ZONA I 或 第 W RRE, 根 号 前 的 符号 取 


fos. 
公武 〈3.17) ~ (3.200. ÆA Ep oe a0] — fa BA 出 


HA > 可 用 这 些 公 式 来 代替 公式 (3.15) 和 
(3.109 。 
ESR (3.18) 和 (3.19) 中 ， 左 边 和 右边 具有 不 同 的 
义 域 。 在 等 式 (3.18) 中 ， 左 边 的 定义 域 为 ge 天 2 Ch 
+1) ， 右 边 的 定义 域 为 天 Rr。 在 等 式 (3.19) 中 , 左边 
的 定义 域 为 天 2Rr， 右 边 的 定义 域 为 czpr。 在 应 用 公式 
(3.18) 和 (3.10 解 三 角 方 程 时 ， 要 注意 这 两 个 公式 的 不 
一 致 性 。 
按照 下 列 公式 ， 用 半角 的 正切 可 以 者 示 这 个 角 的 一 切 匿 


数 ; 
; 2g; 

sing=ーーーーー ッ af (2k+1) 7; (3,21) 
lt+tg 
i-tg^y . 

cosg = "D ax (Qk+1) xy (3,22) 
1+tg2 
2 tg 

tg a = 一 一 人 一 ， af (2 を +1) m, 
1 一 te 二 


a #5 +kas (3.23) 
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1- tg : 
, PLI (3.24) n 


etga = á 
21g 
e 


34, Em. cosa = 3, Bran 算 sind, 


cos jm tB ore 
解 ， 按 公式 6.10 和 (3.15) Re 
Pi Jit 
bt 2 E 
sin. = EZ cosg = -—* 
xd. MS 
2 


1 
2 1 S 
tg* EAT A ューe 
2 YS ン 3 3 


35 依 下 列 条 件 计算 sin 和 ， cos Ttg 2 


set, p 
1) 如果 cos a= 28^ Hcacm 


2) 如 果 sing= E, n5 acm 
3) ita =$» H0<a<Z+ 


36. D 如果 6a=- 2, B <a <a, 计算 


5 
で 08 el 
2) 如果 ctga = > B 3n<a «T. 计算 sin2 
3) 如 果 sing= - 4» R5 Cac, 计算 :g Zo 
37. 依 下 列 条 件 计算 tg 
1) sina = +, B5<a<wm 
2) cosa= - HE Baca 


3x 


3) tga=v 2, Hac 


z 


Sn D 求 出 cosa = - y1- QQ'-- o BRAR 
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2 求 出 sing=- 7 1 ー ch 2 =-2, 按照 公式 


4 a. -3 - を = ミー 
(3.17) 我 们 得 到 ; e ( 5) m 5? 8, 


- 3) 我 们 先 计 算 sinc 和 cosa: 


sin tga 2v2 
e=- = 
Y 1* tala V1+(2/ 2 )3 
=- 22 
3 , 
D 1 nil 
cosa Vir GF G2) 3 3? 


按照 公式 3.17) RNAI: 162-242, q-l 


ミー ツジ 2 。 


38. 证 明 恒 等 式 ， 


1) 1 +cosg = 2cos? z 2) 1- cosa = LL 


证 ， 1 用 今 来 代 換 公式 cos2 = 2cos!g - 1H tja, Mi NT 
得 到 l 


レス 


cose = 2c0s? -1， 或 1+cosa = 2cos*, 
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2) 类 似 地 在 公式 cos2a = 1 - 2sin?a 中 ， MIRR 换 自 
变量 c， 我 们 得 到 
cosa =1 - 2sin2 $2 或 1- cosa = 2sin?2 
39. 化 简 下 列 各 式 ， 


1) 1-2co? (I. - 4x. aa 3x y. 
) COS G 3 )3 2) 2 cost 2 )-1; 


3) 1- ?2sin? LET A in? Tux - i 
) sin E 2 : 4) sin G 2? 1 


40， 化 简 下 列 各 式 ，1)- Sina _, yl *cos2a 
1- cosa 


sin2a 
2sin $ O: e os E 
g pp _sing "afa Ca 
1- cosa 2si 22 n a 
1n 2 sin 2 
a 
=ctg= 
e 85? 
2) 1+cos2g _ 2cos'a "EI _ -0tgao 
sin2a 2sinacosa sina 
4. 化 简 ， 
La o 1-cosa 1-sina 
ILS eon) 1 * cosa! 1+sina ° 
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4) ctga (1-cos2a) + 5) tga (1+cos2a) 5: 


6) (tgg+ーー lb cm o 


42. 证 明 恒 筹 式 ， 


う 2sinx-sin2x .,2X, 9) sina , cosa 


2sinx + sin2x 2 1+cos2g 1+c0sa 
-7ig55 
- 2a- 1 cos2a 
3) CE costa lega 4) —— 
sina - sin2a Be 1-sin2a 


-ctg Gn P 
43. 计算 ， 


D 已 知 tg 分 = 2， 3ksinas 

2 已 知 tg2 = 3 , 求 cosgj 

3) 已 知 tg2 - V 3 ， Riga; 

4) 已 知 tg = -2， 求 ctgas 


n a pe IL 
3) 己 知 tg > 3 * o0sina £i" 


解 ， 利 用 公式 (3,20 ~ 0,20 , Ha 


a 
21:8 3 — 2x2 4 


D sina = = = 
ina TWO 142: ^5" 
_ 2 
a 
l-1g*5 一 32 
2) cosa = 2.1 35-4, 
1+tg2 1+3 5 
a 
2tg5 
3) tga= 2 MS = ミー ツジ 35; 


5cosg-3 _ zc 
" H T o 
ET 
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44, 1) HR ctg EZ 计算 sinas 


2 
2 
2 mě etg d 计算 cosas 


3) 如 果 etg = 3, 计算 tga3 


_5cosat+4_ 
10sina-1^* 


4) 如 果 tg ケーク 计算 
45. 解 方 程 


1) sin (ぎみ -cos (T+x) +1=03 


2) sinx +cosx = 1; 
3) 3sinx + 4cosx = 4o 


R: D Gin + る 3) -cos (x+%) +1=0) => 
> (eos. e cosa & 17 04-9 (cos 3. toos =0 <> 


<= (cos a *2c087) 20 € (cos = 0, 或 


1 +2c0s%= 0) 
Cos っ ; " 
x x m 
eos 70,57 +hr, x= (2h 102; 
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1 + 2cos = =0, cos テ = rd t Penh x, 


xcd. La den, x= (3 を よ 1) ES 。 


方程 的 解 集 为 ; ( (k+ «= AE 


ek) | を eZ |。 
2 (sinx+cosx=1) > (sinx- 1- cosx) => 


=> Csin 7 cos% = 2sint7- ) => sin (cos $ 
一 2.)-0)«— mom E e. s += 
si a) 0) (sin 0 或 cos ぞ sin; 0) 


Gin =0Rig =D ， 


方程 的 解 集 为 ; {2a Z + zkr kez} ] 
$) 利用 z=tg > 素 表示 sinx 和 cosx。 则 有 
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2 2 a 
cosx E, ; cosx= E, 代入 原 方程 有 : 


1+2? 1 

62 4-42? 
FER や Pr = 4。 422-32=0, z1=0, 
2d, 

4 


原 方程 等 价 于 方程 tg えー=0 和 tg テー 3, 由 此 得 


Ecke RIS aro tg + Ar。 于 是 ， 方 程 的 解 集 为 ， 
( 2kr; 2arctg Š + zen] RE z} è 
46. MI: 1) 1- cos x= sin? 
2) 1+cos x =cos う 3) 1+c0osx=Sinxo 
$5. 综合 E 
AT, 计算 : 
D es sing= $, Hat (0, zu 计算 sin2a, costa 
和 tg2a; 
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2) 已 知 cosa = 4, Hac (0, D ， HAsing, 
cos T Atg S» 
3) 已 知 sin a- - -2 Bac B, 2z) , HE 


sin "E cos {Mtg To 


48. (Li, 
_Sinacosa 2sin'a - 1 
cos? a- sin'a 1- 2cosza 
3) bet 4) ego teg o 
49. 计算 ， 
tg th 
D d -— 22 Be E, 
1- tg? $ 1+tg 37 


3) cos20°cos40°cos80°。 


50. 计算 ，1) sin (2arc sin-4 ; 


2) cos (arc cos 5) 3) tg (arc ts. 


51. 化 简 ， 
112: 


t +cos2a 


1) y i-is -二 sina 3 2) 1- cos2a 


3) 2cos*( ニ ー a) —sin2a; 


PE n gi AL 

sinC, +3) sinc 2? ,aE (0, me 
Y 1-sina v 1+sing 

52. 证 明 人 恒等式 : 


1- sin2a - cos2a 
1 + sin2a + cos2a 


4) 


m 
= tg( —-a 
sz a) 3 


1+cosa +cos2a +cos3C _ 


a ^^ sin2a+2sina cos2a 


= ctga; 
Sin?g + sin3 cos?g — cos3, ・ 
3) ing+sin9e 4 a 2 29; 
sina cosa 


4) costa - sin'a = cos2a; 


5) 181; * etj; 7 45 
8) costa cos3a + sin?a sin3g = cos?2a, 
53. 下 明 恒等式 

tg? (r-a) -tg z 


PETERET 
6 


1) = 3tg3a ctea; 


ctg*(1.57 + a) — tg? 


» tac +a) +tg (a- D = 2tg2a1 


113 


3) -一 -一 一 -一 一 =3tg3a ctgas 


4) (sina—sinf) ?+ (cosa—cosf)? 
- 4sin?- 24. 
, =4sin 2^7 
5) sina(sina ~ sin) + cosa(cosa - cosf) = sin B, 
54. ffr 
1) sinxcosx= D 2) cos? x - sin? x= e 
3) ctgx—ctg2x=23 4) tgx te * xta -=x)= 1 


[ue 


5) tgx- tg2x= 0; 6) 1+cosx= 2 cos X, 
7) l- cosx = 2sin7, 8 vSsinx-cosx-1, ` 


^ 测 验 


ASE 第 一 组- 
NS 1 
D 如 果 sino - 3, Hac Zn, D infcosa =p Boat (0, 


计算 sin2c， cos2 和 [529。 , >> 计算 sin2x，cos2c 和 ftg2a 。 
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3 Lu 
UOS SCR 2) 如 果 sina = “5&, 且 of e, 


3x Y "ma a 
q, sing ara E 计算 sin-<, cos Smti S. 
2 2 2 2 
a 
RET. D 证 明 恒等式 
3) 证 明 恒等式 ， 1L+sin2a Ta, 
_2sino+sin20_ . etga cos2a 4 
2sinw 一 sin20 
$ | 4) 证 明 恒等式 
D 证 明 恒等式 : a 
NOM NEL ‘8sin10°sin50° sin70° = 1。 
4sin20°sin50"sin70 
"ex 5) 解 方 程 : 
= $1180 
D 解 方程 ， 1—coss = sinxsin そ 。 


v 3 sinx+cosx= le 


$6. 三 角 函 数 的 积 化 和 差 


将 三 角 函 数 的 积 化 为 三 角 函 数 的 和 (或 益 ) , GRAF 
列 公式 : 
sina cos = ¿(sin (e+ の +sin (a- 8) 3, 


(3.25) 


cosacosf = los (a+ B) +cos (a-p) ds 


(3.26) 
sinasin8 = 3 Ceosta- B)-costa+B)o (3,27) 
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55. 把 下 列 各 式 化 为 和 或 差 的 形式 ， 


D sin5w sin3x; 2) cos% cos $991. 


解 , D 按照 公式 3.27), 得 』 


sin5x sin3% = los (Bx~3x) -cos (5x + 3%)) 


n cos2x— cos8s。 


2) 利用 公式 (3.26) 两 次 ,可 得 : 


x x x 
cos 7 cos] cos = (cos cos) cos e 


3 4 2 
1 3x x x 
RAM e£ + MA). Las 
=z (oon, eos) cosg 
1 3x 
NT AA cos. + a 
=a (cos 4 cos- cos cos E) 
Gy L (cos + cos-$%) | +4 (eos 2. + cos; p» 
12 12 
= Leos 13x + eos 5x L cos Ia + Leos% 


12 4 12 4 12 4 12" 
56， 把 下 列 各 式 化 为 和 或 差 的 形式 ， 


D cos7xcos5xj 2) sinllxsinx; & 
3) sin5xcos2x; 4) sin(a- f) cos(a +8) | 
B) cos(a +8)cosl2a + £5; 


X cos 2. x ty 
6) €08,05, COS 2 


o 


BL 


57. 把 下 列 各 式 化 为 和 或 差 的 形式 ， 


1) sin (T+ sin E ; 
2) 4cos (570 cos ce +05 
3) 4cos (テー の cos (5 x)5 


4) 4cos Cr )sin En J 


58， 把 下 列 三 角 函 数 式 表示 为 一 次 和 的 形式 ， 
1) sin?x; 2) cos?x; 3) sinóxy 4) cos3z』 5) cos?xe 


解 ，1) sin?x-sinx'sinx = T (cos0 — cos2 x) 


edd. 
= ラ 5 009223 


2) cos2x = cosx*cosx = 4 (cos0 +eos2 x) 


1,1 
ーー キー ニー 
2 っ CO82%3 


3) sin3x = sin?x*sinx- (证 -二 cos2x) sin x 


= jsinx- j sinxcosza 

- eina L (sin3x— sin x) 
2 4 

= sins = "ELS x + sins 
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= 3 sinx -lsiniz, 


册 此 得 到 三 信和 角 的 正弦 函数 的 公式 ， 


sin3x= 3sin% — 4sin’ xo 


4) cosix=cosixecos メニ d + 十 cos2x) cosx 


1 
=-Lcosx + 736082 xcos x 


- less (cos3 x * cos x) 


= deos * Lcost + Loss 


= copy + 1 cos3x, 


由 此 得 到 三 俏 角 的 余弦 函数 的 公式 ， 
cos3x= 4cos?x - 3cos xo 
B) cos*x = cos?x*cos? x 


3 1 1 H 
£z — ーーー ーー ーー( 
Ey 0osx + 4 0088 xy 2 + 349523) 


= 3 cosx + $ 00532 0osacos2a 


+ q 083 xcos2x 


3 1 3,1 
= ーー 十 一 qoem. t 
8 cos x cos3 x 8 (cos3x t cos x) 


8 


ET 


1 
一 十 
8 z (Cos5* cos x) 
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5 1 
et 4 - + == 
3 cosx cos3x 1 COS5 Xo 


59。 将 下 列 三 角 函 数 式 化 为 一 次 和 或 差 的 形式 ， 


1) siníx, 2) cos‘x; 3) sinx*, 


$7。 三 角 函 数 的 和 差 化 积 


r 


1.… 基本 公式 
将 三 角 函 数 的 和 或 差 化 为 三 区 冰 数 的 积 〈 化 为 便于 取 对 
数 的 形式 ) , 可 利 用 下 列 公式 :. 


sina UEM T MILIUM (3.28) 


sina - sinf = 2cos atf sin P, "^ (3,29 


+ art 


cosa + cos = 200s- LG P-cos- 7,4 3.30) 
cosa - cosh = osin tt b sin P7 4i (3,31) 
2 2 , 
wap HI Cat B). a #5 thr, 
cosa «cosp., 
a a 1 05.32) 


z sin Ca- 8) ZT e 
tga - tgf = cosa cos res 2 ; 


Bp hrs (3.33) 


此 外 ， 也 常用 到 下 列 公式 ， | 
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1 cosa = 2cos? $ (3,34) 


1- cosa = 25in* -, : .. (3,35) 

1+sina -2cos? (L-2), (3,36) 
4 2 

1—sina = 2sin? =D A 。 ・G3.37) 


2. IEA A RAMA i 

对 任意 数 a， 等 式 tg (arctga) = a 都 成 立 。 在 lal «18, 
等 式 sin (arc sina) = c 和 cos (arccosa) =at, Æ È Wo 
因此 ， 已 知 数 c 可 看 作 是 某 个 自 变量 〈 辅 助 角 ) 的 三 角 函 数 - 
值 。 这 样 ， 自 然 能 够 将 任何 两 数 的 代数 和 表示 为 两 个 三 角 函 
数值 的 代数 和 。 于 是 就 可 使 用 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公式 。 
3, 同名 三角 画数 相 等 的 条件 

.而 个 自 变 量 的 正弦 相等 的 充分 必要 条 件 为 : 

20 x+y= (k*D x, Hx- y=2bx, hE Z, 

PAE TA TA PUE 2pm 

x+ty=2km, 或 々 ー タ = 2 を r,。 REZO. > 

两 个 自 变量 的 正切 相等 的 充分 必要 条 件 为 ， 1) 已 知 自 

变量 中 每 一 个 的 正切 都 存在 2) x-y=kr, k€ Zo 


60. 把 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 ， 
1) sin40? + sin20?; 2)cos —- — cos Tea 


3) etg 27 - etg 2 4) cos?a — sintas 
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解 , 1) 按照 公式 〈3.28) RARE: 
sin40"+sin20"=2sin o os 10^ デー 


= 2sin30?cos10? = 2, っ Cos10* =cos10*; 


2) 按照 公式 (3.31) RIRE: 


E O E 
Sons. cos 10 2sin— 205 4. 
" 94 e 97 
2sin 20 vsin-0 9 


3) 先 用 正切 表示 余 切 ， RABAR (3.33) , 可 得 : 


ego =tg G-5 -tg (テー テ 》 


4) 利用 公式 (3.34) , G. 35) 和 3. 30) 我 们 得 到 ; 


cossa -sin26 = 工 > costa z Tces28 


= 5 (cos2a + cos2f ) 


- 3 “2cos 


-cos(g* B) cos (a- DD o 


61, ———— 


2(a+B) ga 82 
2 
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m 2n 2 
D cosy > cos 3 2) cosf - sinas 


3) 2cos%a- sin2a; 5 cos20? + sin50?; 
5) tg25? ~ ctg?57, 6 sin?5a 一 Sn23C ^ 
62， 将 下 式 化 为 积 的 形式 :， 、 MEN 
Ssin2acos3a 一 2sin'asin3a, 
解 , sin2acos3a - 2sin'asin3a 
= 2sinacosacos3a - 2sin^asin3a 
= 2sina(cosacos3a 一 sinasin3a) 
, = 2sinacbsda。 
~ 63. 将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 ， gere 
l 1) sinacosA + 2sin*Ssinfl; 
2) sin10° * 2sin5*cos15” +cos50° 。 
”64， 将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 ; 
D 1+sina+ cosa; 2) sinx +sin2x + sin3xs 
3) sinA+sinB+sinC, Hp 4+B+C=x) 
4) sin20° * sin34?.* sin24? + sin30^, 
f. D RREA 〈3.34) 将 1 + cosa 化 为 积 的 形式 ,并 
.对 sina 使 用 二 信和 角 公式 ， 我 们 得 到 ， 


Eu 


14 cose Sina 2costó + ?sin-cos $ 


5 cos € sjin 
2co8^ (cos ^ sin 2 ) 


0 
328087 (os cos (3 29) 


i22 


= 4cos Č cos cos 2-2) 
cos 2 Cos C 


- 2/2 cos eos pro $ 


2) 将 前 两 项 (也 可 以 对 任意 两 项 化 为 积 的 形式 ,将 
第 3 项 利用 二 倍 角 公式 进行 变换 ， 我 们 得 到 ， 


Sinx+sin2x in = asin cos E + asin S cos 3 


3 x x 
= 2sin eos y Feos 2 2) 


= 2sin デー * 2COSXCOS B 


= tin Ecos XCOS 23 
3) 由 于 C=x- (A+B), 那么 sinC= sin (ケー (A 
+B) ) =sin (A+B) , 所以， が 
sinA+sinB + sinC =sinA+sinB + Sin (A* B) 
A+B A-B s AFB A+B 


= 2sin 一 一 cos 2sin -== e COS 


2 2 is 2 ' 2 
-2sin 4B AB. A*B 
= 2sin 5 (cos 5 + eos 2 ) 
= 4sin At B eos cos 
OL 
然而 4+ 有 +C= x， MÉE C T Ca 


EM, sin 45 <sin G - co > Hi: 
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sinA+sinB * sinC = 4 cos 4 cos? coso 


4) 注意 到 20。+ 34" = 24" +30% 并 按照 公式 (3.28) 
和 (3.30 依次 进行 变换 ， 
sin20° + sin34? +sin24° + sin30° 
NM = 2sin27?cos 7? + 2sin27*cos3? 
=2sin27° (cos7° +cos3°) 
= 4sin27?cos5?cos2? 。 
65. 将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 ， 
D sin16° +sin26° — sin42%; 
A+B 
2^! 


2) sind * sinB + sin 


3) sin a ー sin 32-4 cosas 


4) sin A + cosB +cosC, HHFAr+B+C=x%8y 

B) 1+cosA+cosB+cosC, Xp c Be Com, 
6) sin25" ^ sin37? + sin27° +sin35°。 

66. 证 明 三 角形 的 内 角 A4、 石和 C 之 间 有 下 列 关系 : 
D sinA+sinB - sinC = isin $sin eos d 


2) sind- sinB +sinC = ásin cosP sin 5 


A 


zx B 
っ Os Ea? 


3) sinA+cosB - cosC = 4cos 


124 


O 
xsin + 2? ; 
4) 1-cos4A+cosB + cosC = sin cos? cost ， 
5) sin CA+B-C) +sin (B+C- A) 

+sin (C+A-B) =4sinAsinBsinC; 


sinA+sinB+sinC__ _ me. 
sind * sinB - sinC e» 


B 
etg 53 


7T) tgA * tgB ^ tgC - tgA tgB tgC; ^ 
8) tg2A4 * tg2B + tg2C = tg24 tg2B tg2C, ** 
9) tg4- ctgB - ctgC - 184 ctgB etgC, * 

A B C A B C 


10) tg a cea = cia d tg um 


67. 证明 恒等式 ， 


1) 1+sina +cosa = Acos sin T cos CLE 2 , 


2) sina *cosg ~ 17 24 2 5in cos G P , 


3) 2cos%4 +cosa ~ 1= cos cos 2, 


68. 引 入 辅助 角 ， 将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 ， 
1) vV 2sina+1; 2) V3+tga; 3) 4cos'g-1, ' 


ERE: 7. IEA CAROL: 
* EEE: 本 题 对 没有 一 个 内 角 是 45” 或 没有 内 朋 是 ta5s 的 三 角形 才 成 立 。 


125 


4) a+b; 5) a? - b^, 
= = 1 
解 ; 1) ゾ 2sina+1= ソ 2 (sina +75) 


= ンジ 2 (sina +sin To) 


=2V 2 sin E rD cos (F pP , 


Es e sinCg a) 
2524/8 +tga=t8 3 +tga= 一 一 一 一 
005-5 eosa 
ni 
2sin (3+0), 
-cosa 


4 


8) 4cos’a -1=4 (cos? a -b = (cosa, t.) (cosa 
la s A n 
-2) 24 + cos: - cos E 
2? (cosa cos:s )(cos a c05-,2 
= a a EA in (9. 4 
4x 2cos G+ eos (5 $i 2sin C 5? 
1 mJ a ; し 4 E w 
x y = 3c Re 
sin G 2 Anta 3) sin Cs a) 3 
23 j 8 て mu 
4) atbz-a G*2722a05189). =a (tg) teo) 
Ed 


asin vq t9) av E sin C *9) 


S. T , 
T. 
gos oS cosg 
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其 中 2 = arctg o, 


b? G 
2 2 = g? —) = 2 = -一 一 一 
5) a**b*-a (1+ 3? a (1+tg? の ) cosi * 


基 中 の = arctg- E 


69. 引入 辅助 角 ， 将 下 列 各 式 化 为 大 的 形 直 ， 

1) 0,5+cose; 2) 1 一 2cosg) ^ 3)1-*sinas 
4) 1 *2sinai 5) 1+tg0) © 0) 1- tpa; 

7) 1- ctg’as 8) w 3 +2c05a3 9) sin'a ~ 0,78 


-b 


X a 
10) 1- Y 2sina; 11) arb! 


12) V a+b +y a-b , | 
70, 将 4sina + 3cosa 化 为 积 的 形式 。 
解 , 将 已 知 表达 式 写成 下 列 形式 ， 


- dsing + 3cosa= V4? +3? C -4 sina 


v 42432 


3. 4 2 

fon ¿cosa = sci sina + 5 cosa) E 
由 于 Cr 1 ， 那 么 可 求 得 这 样 的 一 个 角 
ETE EN C de y 

29, 使 5-= cosp, pasing 由 此 求 得 , 
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dsina + 3cosa = 5 (sina cosp +sin P cosa) 
= 5sin la +W); 


. SinD .3 于 
其 中 tgo Co Te FE, 


4sina +3 cosa = 5 sin (g + aretg 3) o 


71， 将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 : 
1) V 3sina- cosa, 2) 4sina- 3cosa 
3) 2sina - Y 5 cosg。 
72. 用 引入 辅助 角 的 方法 解 三 角 方 程 sin x V 3 cosx 
22. í 
解 ， 将 已 知 方程 的 左边 化 为 积 的 形式 ， 
sinx +v 3cos ァ =2 C sins “cos: 


=2sin (x +arctgv 3) =2sin € «+ E) 内 
~ 3: 


这 样 就 有 
(sin (x+ D =1) <> (x+ 3 = = +2kr) 
* (x= 773 2 > (x= porn, ez), 
73. 解 方程 , 


1) Y 3sinx-cosx=13 2 ) Y 3siny+cosx= 2) 
3) sin x ^ v/3cosx- / 3 o. 
7A, 解 方 程 : 


D sintx=sin3x3 2) cos5x = cos G-p ; 
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3) cosx=sin3x3 4) tg5x= tgXo 
解 。 利用 同名 三角 画数 相 等 的 条件 可 得 : 
D Gintx=sin3x) <> (4x+3x= QR+D*, X 
Ax-3x22hn)€—(ix- QR+D amx-2kz; REZ) o 
 Bük, RA 


E QD Zen hE Z|, 
7 
2) (cos5x=cos Gc 1 ) => (xac T = aka 


或 5x 一 x + エ =2&z) ぐ >(6* = ティ 2Ar 歌 4y= - テ 


t2kn; kE Z) o 
因而 ， 方 程 的 解 集 为 


[= (8k+1 ) Ay ck DU Ae Z ]. 
3) (cosx=sin3x) => (cone = cos E-30 ) 
<= (x uU dem 2hm Na +3x=24m) 
<> (-2x-2hn E LL EZ 


tia. [LURO ig Uk+D mez). 
4) Gi-x=km €— Us=km €? 
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iud (gs m 


Qs 
: 需要 从 方程 od ———" 


"EIN CNN 


Jo Bogen. be 4m+2, 那 么 可 以 得 到 es 


E 因此 ， 形式 为 《 "(An +2) 的 解 集 満足 方 程 。 


75. MARE: 


1) sin5x = cos CA ; 
2) ct Ea =- tg (E-2m) 
Gtg( 6 g 6. j 


3 cos CE 一 %) 一 COS GO 205 


4) EE sin Cx 70* ) =0。 
$8. Mé W 3) 


1. TI. Vs 

LAU RASA IER ONLUS DRE 
oXtT1530, BARA M dcY 轴 上 的 射影 书 沿 着 这 个 轴 按 照 下 
述 规律 作 振动 : 

y= Rsin(@t +9) > -> (3.38) 
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点 PP 的 运动 称 为 简 谐 振 
动 。 的 值 (振幅 ) 表示 点 ア 
振动 离开 举 标 原点 的 最 大 距 
离 ;，o 表 示 点 4 的 角速度 ， 
即 点 好 每 秒 钟 转 过 的 弧度 
ERAM E R Mo E A 
M ,所 用 的 时 间 ( 秒 ) y 0% 
示 振 効 的 初 相 。 

当 1=0 人 时 , E (B p E 图 23 


MSX MARUM, ZR, :半径 向 量 转 过 的 角 
度 为 of ， 这 时 半径 向 悬 与 立轴 所 成 的 角 为 of 0. Wk. W 
着 半径 为 尺 的 圆周 以 角速度 o 进 行 了 匀速 运动 的 点 的 身影 作 振 
A RARA 0 09 T ED 

当 点 好 沿 着 圆周 旋转 一 周 时 ， 点 书 就 经 过 自己 的 所 有 相 
位 ， 它 们 用 的 时 间 7' 称 为 简 谐 振动 的 周期 ， 即 7 是 函数 y= 
Rsin Sot+0) 的 局 期 。 由 于 点 已 在 时 间 7 内 完成 一 个 周期 ， 
即 扫 过 弧度 数 为 2r 的 弧 ， 那 么 在 单位 时 间 内 点 已 扫 过 的 fto 


MAR, BOE, MEEA: 


ー sve A n Gm 
出 此 可 得 : 
T= 2%. uu .40) 
[n] 


EAU SE, ML TOO, de 
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AR EE 
1 


T= n? iA (3.41) 
2. 两 个 具有 相同 周期 的 简 谐振 动 的 先 加 
设 两 个 具有 相同 周期 的 简 谐 振动 有 下 面 的 表达 式 ， í 
y= Risin t +00 和 


yi7 Rein FA +02). > E 
R2 Xe CAO RESET DS AR REG i 
“Risin 27-4 p + Risin te Ds - 


= Rsin (- Tonto y 


RN 3 RAR 
元 为 下 式 ， 


R= ZR * RA +2R¡Racos (01-02). * 


Fisinfi + Rasings 
R:costi + Ricosés ° 


tg9= 


76, BARST, 周期 等 于 0.5 秒 ， 初 相 5, 
试 建立 简 谐 振动 的 方程 。 
f. RAA (3.39) RE: 
有 时 用 频率 表示 的 值 ， 它 表示 点 P 在 2 x 秒 内 振动 的 次 数 。 
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342-10, 9=1.5。 @ の = AnfR ASK, (3.38) ， 我 们 得 到 ; 
y=10sin (4zf 1,5) o li 
77， 已 知 ， 振 幅 等 于 5， 振 动 频率 等 于 3 ， 初 相等 于 0.8， 
试 建立 简 谐 振动 的 方程 。 
78。 求 下 列 函 数 的 周期 ， 振 幅 和 初 相 : 


D y= ssin (2x 一 号 ) 3 2) y= -3sinz: 
3) y= cos CE - 2x) P 
W: 1) 这 里 R= 3，o= 2，0= = 于。 周期 7 可 按 关 系 


式 (3.40) 求 得 ， 即 Tz. om, 


2) 这 里 R= 1-9) =3, os 1, T == 6r, 为 了 计 
3 
算 初 相 ， 我 们 将 已 知 函 数 表 示 为 y= 3sin Ctr), BA 
6= r。 
3) 将 已 知 函 数 变换 成 下 面 的 形式 ， 
y = COS Gi = sin ios v m 2%) ) 


=sin (2x +5 e 


2c 


由 此 得 4= T, Rel, 022), Teo Te 
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79、 求 下 列 函 数 的 周期 、 振 幅 和 各 初 相 ; 
1) y= 2sin(3x eI» 2) ッ = ュ sin(g ォ ー 7D 


3) y= sin(x— 5, 


80. 质量 为 ”的 质点 按照 *= 5sin E + AMEN 


谐振 动 , 求 在 时 刀 f = 时 这 个 质点 完成 这 个 运动 的 作用 力 Fo 
81， 将 下 列表 达 式 化 为 Rsin Got +0) -的 形式 ， 
D 12sin2t + 5cos2t, 
(D 8sin(5 x + で) 15cos5 + BALI. 
82， 求 下 列 简 谐 振动 和 汐 振幅 和 初 相 ， 


D y1=3 sin 地 和 yz= sints 


2) y1= 2sin2t 和 ys= 2sin (2t+ 3 


F 8) yr 7 Y 2sinbtflly a = 2 cosbt, ! 


4$9。 综 m HB 
83， 把 下 列 三 角 函 数 的 积 化 为 一 次 的 和 差 形 式 : 


1) 4cos Z cosasin つと 2) cos 2 cosasin + 


5 
3) Acoso cosacos E 


181 


84 
D 
2 


85, 


1) 


2) 


3) 


4) 


87, 


D 
2) 


3) 


Co 


8 


.利用 积 化 和 差 的 方法 化 简 ; 
sin20?sin 40?sin60^sin80^ 
tg20"1g40"tg60"1g80% 

解 方 程 、 


sin(x 二 本)cos(x = 3 =1; 


L Eug 
cos(x + g?cos(x 3? 4* os 
. 证 明 恒 等 式 ,“ 


sita cosa = + (cosa — cosBa); 


sin?a cosa = i Csin2a-sinfg y 7^ 


sin?a costa = i 《2cosa - coS3Q ^ Co$5a)5 


sin?a cos?g = $ (3sin2a - sina?) o 


证 明 恒 等 式 ， | : Pu 
4sina sin2a sin3a = sin2a * sin4a -sings 
4sinasinficos (a * B) = cos2a * cos2 

-cos2 (a * f) — 1; 


x rx 1 1 
sin(— + int— — Ja = — += 4 
sin( 7 a) sin( 1 a) cos2a g 49652. 


.将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 ， 
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A 


1) sina +sin2a +sin4a +sin5as 


a 
o 


2) sin3a +sin2a + 2sin 2& cos 2 


89， 证 明 人 恒等式 ， 


ina -si ーsin4Z+sin5 

1) —“ina sin2a -sin a+sinda — i36, 
cosa ~ cos2a - costa + cosba 

2) sing +sin3a + sin5a +sinTa 


7 ctgas 
cosa - cos3a + cos5a - cosTa 、 


3) sin47? +sin61° ~ sin11° —sin25* = cos?" 


4) -sin80”-sin70? _ cos20°~cos50 
sin29* — sin19* cos31” +sin11° 


a ; a 
(cosa +cos 5) ~ (sina +siny)”* 


a 

~ 一 一 T ーー =ct > 

ds sin2a — sina Ep 

1 1 2c っ s (a- B) 
6) ——+ LLAMA 
Y sin?a sin? sinasinf 

= Sin? UzP —. 
sin?asin*f * 


90, 求 下 列 函数 值 的 集合 ， 


D y=sinx tcosx; 
2 y= 3sinx + 3 cosz ぁ 
3) y=sini-v 3cosx, 
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小 测验 


第 一 组 | 第 二 组 


1) A: 1》 化 简 : 

Sn087 —sin59" — sing3® cos65" 十 VSsin5" 十 sin88"。 
+sin61°。 ”| D 证明 恒等式 ， 

2) 证 明 恒 等 式 : cos10*sin20*cos70?sin80* 
sin10*sin20"sín70?sing0" = cos*10^sin'20*, 
=-Lcos50°cos70°, 5 ga ・) EA 

4 ー 1+sina—cosa 


3) 证 明 恒 等 式 = ・ 
Te ž 2v sin2 costr gp. i 


1+sina + cosa 7 
a 2./2c05Lé0s(E-2), 4) 解 方 程 ， - 
2 es sin*x ~ cos*x = sim2Xo 
4) 解 方 程 。 | 5 EA 
^ sin3x+sinx -2sin2x, y ors dias Ug itx lon! 
D 解 方 程 i 


sin2x = cosx —cosSx, IE Nu 
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第 二 篇 平面 解析 几何 


SUR 平面 上 的 向 量 
$1, 基本 概念 和 定义 


1o 43 : 

平面 上 到 自身 的 映射 如 时 保持 点 之 闻 的 距离 不 变 ， 这 种 
映射 称 汶 位 移 。 

PHERSON OREA) EMIR, W 
L3 DEI t E SIRI: EX =X 


2. 方向 ， 同 向 和 反 向 射线 


在 同一 条 直线 上 的 两 条 射线 ， 如 果 其 中 一 条 包括 在 另 一 
条 射线 中 ， 则 这 两 条 射线 称 为 同 向 射线 (相同 方向 的 射线 ); 
如 果 其 中 一 条 不 包含 另 一 条 ， 则 称 这 两 条 射线 为 反 向 射线 。 

不 在 同一 条 直线 上 的 两 条 射线 ， 如 果 在 分 平面 为 两 个 半 
面 的 直线 的 同 旁 ， 且 互相 平行 ， 则 称 它们 为 同 向 射 级， 如 果 
它们 在 不 同 的 半 而 内 ， 那 么 它们 称 为 反 负 射线 。 

平面 上 所 有 的 与 同一 条 射线 同 向 的 射线 的 集合 称 为 平面 
的 方向 。 l 


RE 


如 果 射 线 ocx 和 as M, WSA at fan 如 果 它 们 反 
向 ， 则 可 写 为 a1 和 4 az。 


3. 平移 
平面 上 的 所 有 点 沿 同方 向 移动 相同 的 距离 ， 这 种 平面 到 
自身 的 映射 称 为 平移 。 


平移 是 位 移 ， 平 移 时 的 射线 变 为 同 向 射 组 。 

恒 等 映 射 是 么 位 移 ， 即 同时 为 旋转 和 平移 。 
4. OAMI 

平面 上 每 一 点 M 映 射 到 点 M1， 使 射线 CMM D 和 射线 
CAB) i, WEER MM) LAB] 相等 ， 则 这 种 平面 的 


变换 叫做 不 重合 的 点 组 CA, B) 所 确定 的 向 量 FE), 
如 图 24。 


V 

18 My . | 
B U 

| 
A M | y 
x 
图 24 图 25 


一 对 不 重合 的 点 《4，B) AT TA 
射线 C4B》 确 害 的 方向 称 为 向 量 4B 的 方向 , MER AP! 类 
示 向 量 的 长 《或 次 )。 点 4 你 为 向 量 AP 的 起 点 ,而 点 8 称 
为 终点 。 E 
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Y TER AR LAA AN RTS BR 
6, b, c, o, vx, Yo - 

向 量 a 的 长 ( 模 ) 用 lal 或 a 表示 。 

不 重合 多 有 序 点 对 《.4, B》 可 确定 由 起 点 4 到 终点 8 的 
AMAR (图 24) 。 显 然 ， 存 在 一 个 有 向 线段 的 无 穷 集合 ， 
其 中 的 每 一 个 向 量 都 可 借助 于 同一 个 向 量 来 刻画 (图 25) 。 

Je — AO VAREEAB, EAB =, 这 称 为 把 向 量 a 由 点 4 
移 开 。 mE ` Nd 

向 量 a 由 一 对 马 知 的 点 4 和 B 完 全 确定 ,那么 向 量 a 糙 
示 由 -4 到 万 的 向 量 ， a CA) = B, 

向 量 a 将 射线 上 已 知 点 x 按 原点 至 点 x 的 方向 移动 原点 
至 x 的 距离 lw| 后 得 到 点 a GO. | 

向 量 x CA) = A 称 为 零 向 量 ， 用 44 或 2 表示 。 零 向 量 
的 长 度 等 于 零 。 对 于 零 向 量 我 们 不 引入 方向 概念 。 

每 一 个 不 为 零 的 向 量 的 全 部 特征 为 自己 的 方向 和 长 度 。 

IRMA Mb (ato, bzo) Mi, 并 且 长 度 相 
等 , 即 lgl = 15] , 那么 它们 相等 (重合 ) :z = 5。 

我 们 给 出 向 量 的 下 列 性 质 ， 

D "EARS, 

2) ' 向 量 将 射线 映射 成 与 它 同 向 的 射线 ， 将 直线 映射 成 
与 它 平 行 的 直线 。 


1. 已 知 向 量 48 和 点 VY， 求 作 点 4B(M)。 
解 : 为 了 作出 点 45(M), 我 们 由 点 寻 引 一 条 与 向 量 AB 
同 向 的 射线 ， 并 且 在 上 面 截取 线段 MM ,使 VM:= AB], 
2. 己 知 向 量 e 和 点 4, RIERA = n (4)。 
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图 26 OB ys - 

3. 某 一 平移 将 点 (2,8) 变 为 《- 3,2) o ex EISE 
移 下 , 点 (5。-2) 变 成 了 怎样 的 点 ? 

解 ， 由 于 已 知 的 平移 将 点 《2,3) 変成 (-3,2), 那 劉 。 
这 个 平移 将 点 《 5, ~ 2 》 变 成 的 点 的 横 上 坐标 为 在 左边 5 个 单 
位 ， 纵 坐标 在 点 《5, - 2) 下面 1 个 单位 ， 即 为 点 (⑩,-3) 
(图 27) 。 
204. 某 一 平移 将 点 (一 4, D 变 成 (2,- 3) 。 这 个 平 
移 将 点 《5，5》 变 成 怎样 的 点 ? 

5. 平移 将 坐标 原点 变 为 《~ 3,-5) ， 它 将 顶点 为 4 
(-2,6) , B(4, 8) 和 C(5, 3〉 的 三 角形 ABC WIETE 
样 的 图 形 ? 

6. 已 知 平行 四 边 形 ， 试 完成 一 个 将 对 角 线 的 交点 映射 
到 它 的 一 个 顶点 的 平移 。 

7. 已 知 两 种 图 形 ，1》 三 角形 ，2) 平行 四 边 形 ， 由 这 
些 图 形 的 顶点 组 成 所 有 有 序 点 对 能 给 出 多 少 个 向 量 ? 

8. BARA: 1) (-2,-3), (5, 4); 2) (6,-2), 
(13, 5)3 3) (-8,-5) ， 指 出 哪些 点 对 组 成 相等 向 量 。 

9. 已 知 平行 四 边 形 4BCD。O 为 对 角 线 的 交点 ， 由 点 
A，8,，C，D 和 0 组 成 的 念 样 的 点 对 可 确定 相 辣 的 向 县 。 
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$2. .向量 的 加 法 和 减法 、 
HANAR 


1. mS 
-AFEA Ep Er 0 BAT AED SERE Sa A b dg RO, HE 
(a+ b) A= bCa CAD2, 那么 这 样 的 映射 称 为 向 Eam 
bim quaa. 

两 个 向 量 a 和 b 的 和 被 看 作 是 这 些 向 量 的 合成 6 。 a = 
c ， 可 写 为 a + =e。 向 量 c = a+ 6 称 为 封闭 向 量 ,而 
a Ñ b BAARI, TP 

由 两 个 向 量 和 的 定义 可 得 等 式 4B BC - 4C。 这 个 式 
子 对 于 平面 上 任意 三 个 点 4，B 和 C 都 是 正确 的 。 这 个 等 式 称 
为 三 点 法 则 或 三 角形 法 则 。 

为 了 作出 两 个 已 知 向 量 am b iym, PER- -点 A, 
并 由 4 作 向 如 2AB= a, MR B E BO= b, 3t A uA 
4C 就 是 所 求 的 和 ,， a + 6 = AB+ BC- AC e 《图 29)。 
这 个 作法 称 为 三 角形 法 则 。 


C 


B-acA > 
E? 
a NÓ € b 
P dh 4 
Csb(a(A) a 5 


A czasb 


RR 
a 


图 28 图 29 
两 个 已 知 向 量 = 和 的 和 还 可 采用 下 述 方法 作出 ， 
由 任意 一 点 0 《图 30〉 作 出 两 个 向 量 04= a 和 08=6b， 然 
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后 作 平行 四 边 形 O4CB， 那 么 向 量 GC (这 里 OC 为 平行 四 边 
形 的 对 角 线 ) 就 基 要求 的 和 , a + b =04+0B=04+ AC 
=0C = c 。 这 个 法 则 称 为 平行 四 边 形 法 则 。 

敬子 作出 rz 不 己 知 向 量 1。 ez,… yas 的 和 ,需要 由 任意 一 
点 り 作 向 量 gr, 面 后 由 向 量 ci 的 箕 点 作 ez… , 最 后 由 向 量 g。- 
的 终点 作 向 量 as。 那 么 ， 以 向 量 a1 的 起 点 为 起 点 ， 以 向 量 a。 
的 终点 为 终点 的 向 量 就 是 要 求 的 和 ;ce =ea+aa+ …+ an 
(E31) 。 


图 30 图 31 
我 们 指出 向 量 和 的 下 列 性 质 : 
1%, ato=a CERIS. 
2%, arb=bra 《交换 律 或 互 换 律 ) 。 
3% @+6+c=(a+b)+c=a+ (b+c)( 结 合 律 或 缔 合 


feb, 


2. 向 量 的 减法 


如 果 两 个 向 量 的 和 等 于 零 向 量 ， 那 么 这 两 个 向 重 称 为 相 
反 的 向 量 ， 向 量 s 的 相反 向 量 用 -= 表示 ， 于 是 有 a+ (a) 
= 0 。 ^ P 
不 为 零 的 相反 的 向 量具 有 等 长 且 方向 相反 ( 園 32) 。 
如 果 e+ 了 = a， 那 么 向 量 c 称 为 向 量 a 和 总 的 郑 。 
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pm E t n 


A 


a-b 


图 32 图 33 图 34 


为 了 由 向 量 a 减 去 向 量 》， 我 们 可 将 向 量 史 的 反问 量 同 向 
量 e 相 加 , Pa-b=a+(-b) (图 33) 。 

向 量 e 和 B 的 差 的 作法 还 可 采用 下 述 方法 ， 由 任意 一 点 
Ml LOA =a 和 0C = -b (ub 的 反 向 量 ) ， 进 而 作 平 行 
四 边 形 048C ， 则 得 向 量 0B=a-6 (Hab 。 


3. HENKE 

如 果 两 个 向 量 的 方向 相同 或 相反 ， 则 这 两 个 向 量 称 为 共 
ERTI RE, 

零 向 量 可 认为 是 同 任何 一 个 不 为 零 的 向 量 共 线 的 。 

向量 z 司 数 % 的 乘积 是 一 个 向 量 ， 如 果 ”z> 0 ， 其 方向 与 
同 量 a 同 向 , 如果 m く 0 ,其 方向 与 向 量 * 反 向 ,这 个 岛 量 的 长 
BEST 8] JR ab Ae BE 33 Hom) BEI SER 

向 量 ?z 与 数 ” 的 乘积 用 ma 表示 。 对 于 任意 的 m 和 ?9 向 量 
maodfxJt22, BA | mal = | 中 | al。 

SE 12H RRA FIA: 

1°, m(n*)-(Gum)n SAD o 

2*. matna=(mtn)a (第 一 分 配 律 或 分 配 律 ) 。 

3, ma+mb=m(a+b) (第 二分 配 律 ) 。 

4%, oa=m2=02( 堆 向 量 的 极 收 律 和 零 向 量 定律 ) 。 
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1. 网 个 向 最 之 间 的 角 
”两 个 不 为 零 的 向 量 e 和 5 的 方向 之 间 的 角 , 称 为 这 两 个 向 
量 之 闻 的 朋 , Wü (a,b) = の, 送 時 の で 0,180"]。 
qtio, 
D Wa Ab, 3X AG, - 0, 
D dat ib, WAD) - 180^, 


10. UBB A, b, c, Pelar bre, 
li, 要 使 向 量 s，5 相 : 能 组 成 三 角形 ， 那 么 它们 应 满足 
TERRE? 
12. Bia, b, (a,b), RH e = a+ 8 的 模 。 
ff. 根 据 余 弦 定理 有 
e2= a2+ 5— 2abcosC, 
由 于 cosC-cosC180? — (e,5)- - cos(a ò), 


所 以 e 2 Yat bt 2abcoste b) ə 

13. WRF = 448, = 6 牛顿 ，0 = 60*( 图 35)， 
求 记 和 到 的 合力 及 的 模 ， 并 求 台 力 尽 同 瑚 和 天 所 成 的 角 。 

解 ， 利 用 上 题 求 出 的 公式 ， 
可 求 得 p c 
Mm 


= ソン 16T36T24 


F2 
=8.72 (牛顿 )。 5 
根据 正 汞 定理 有 图 35 
pa E EE CE 
Sina sinf  sin(1807-9) ^ sing ° 


于 是 


ii 
72sin の 2 
sin R = ggg 70.5%, 
a= 36°35; 
V3 
Fising 13? 
sinf R = gz ~? 397, 
B=23%24', 


"—" a+ B - 36235' +23°24 = 59"59/ 。 

14, 如果 = SAM, P. = 5 牛顿 ， 它 们 之 间 的 夹 角 
为 30°* ， 求 这 两 个 力 Fl 和 PF, 的 合力 的 模 ， 及 合力 分 别 与 力 
た 」 和 で 2 组 成 的 角 。 

15， 马 知 不 为 零 的 向 量 0 有 9， 由 点 0 作 向 量 : D 3A, 
2) -204, 3) 0.504; 4) ED 1504, 5 ン 304。 

[m dE EH 36 ph i] BSO AM — 204, 其 余 向 量 可 类 似 


fed. 
ELA. 
Supe JA 


36 EY 
16, Jh ous GX HE ose 0 ) 的 长 度 满足 下 列 条 件 ，!1) nal 
= d ; 2) [mad > laj; 3) Imal] < lol IBA s po o icm e 
auc 
d 为 了 得 到 向 量 b 并 使 它 满足 条 件 , 1) 61 1 g 和 b 
=2 2 bi vei lb -3, $ bt pam lol =n MARA 
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DE ARA A RE Y 
18. FAABCH, HIRAAMCCHEPM., MRA: - 
1) AC= m BC; 2) CIB em C AS 3) AM = mM As, 
- 求 因数 w。 
19. E AUF ADCIR ABI ÉR. ELT ET 
MBCHRCM, 
220. -CFAA ABC A ABER AO 
= ABI) = n UB mE I HEAD. BC, CbmDAQB 
37», 
解 : 根据 向 量 的 和 与 差 的 定义 有 
BC+CD=n, BC-CD=m 
将 两 个 等 式 相 加 ， 得 


min 
BC. EA 


由 此 可 求 得 


min n-m 
CD=n-BC= aara C 


p. -27m_mon 
一 > m / 
DA= -BC= -一 一 。 


》 


ph 


ales A 
2. DAROXUEANHDE ABCDE FKM, 6A-a,0h- 
, RO 2C, OD, OEROF, 
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$3. 直角 坐标 系 


1. m. mou 8 re] f 


规定 了 正方 向 和 长度 单位 的 直线 叫做 加 。 

: 其 有 长 度 je| = 1， ATL 
称 为 这 个 轴 的 单位 向 量 。 P y: 

Teo, ARA RA MAA, 352. 
az la|-e, 

——— 称 为 向 量 
ea 和 轴 / 之 间 的 夹 角 ， (a, - 9, 这 里 p€ C0.,18077, 


2. 向 量 在 轴 上 的 射影 


以 向 时 的 起 点 在 轴 上 的 射影 为 起 点 ， 以 向 量 的 终点 在 轴 
上 的 射影 为 终点 的 有 向 线 攻 ， 称 为 向 量 在 轴 上 的 射影 。 如 果 
有 疝 线段 与 轴 同 沿 ， 那 么 这 个 有 向 线段 的 长 度 取 正 号 如 果 
有 向 线 疏 与 轴 的 方向 相反 ， 那 么 这 个 有 向 线段 的 长 度 应 取 负 
号 (图 38) 。 

着 向 量 c 元 0 ， 那 么 它 在 轴 1! 上 的 射影 等 于 这 个 向 量 的 长 
度 与 向 量 和 轴 之 间 的 夹 角 的 余弦 的 乘积 (图 39)》， 


M8 


Prjiz= | «cosP, (4.1) 
射影 的 性 质 ， 

Pyji (at b) 5 Prj a+ Prj by 

Prj (ma)=m+*Prj 4, 


ERES 


设 在 平面 上 给 出 一 ——— P" 
Bb CEBO) 。 这 样 的 向 量 对 称 为 平面 上 的 正 交 基础 向 
量 。 起 点 0 和 正 交 基础 向 量 C, 的 总 和 称 为 平面 直角 举 
标 系 ， 点 0 称 为 坐标 原点 , ,而 向 量 : 和 j 称 为 坐标 向 量 。 


4. 向量 的 坐标 


à 在 平面 XOY 内 由 坐标 原点 到 任意 一 点 M 的 向 量 称 为 和 
量 半 径 ， 并 用 7 表示 ， OM = ヶ ( 国 41) 。 c 

向 最 ?在 坐标 轴 上 的 射影 ， M Prst 2 deor y. 称 
为 向 量 的 坐标 (图 41)。 


Ó xX Ol x, Kot ry 
图 41 Ey |^—. HR 42 


A B 

向 量 * 的 坐标 可 简 咯 地 写 为 ，r= (a Yo 

矢量 半径 7 = OM IS RES RU B Hr I BOR IAE GRE 
同 。 

如 果 向 量 r = ABRE AREA, BEA 
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ARE E AR REHAB SC A (图 42) 。 在 这 种 情况 下 ， 向 量 
ax 4B 在 坐标 轴 上 的 射影 等 于 x= xe -x4 和 y= y 9 ya, Wl 
a=AB=(x, y)=(xs—x4s Yaya) (4*2) 


5。 向 量 沿 坐 标 灿 的 分 解 


向 量 % 在 基础 向 量 (i, の 上 的 分 着 具有 形式 ， 
n Gy ナス シン oc Cam ` (4.3) 
ADA Org ttg - OY 轴 上 的 单位 向 量 (图 
43) ,ex 和 y 称 为 向 量 a 在 基础 向 最 で, の 的 坐标 。 


向 量 xi 和 yj 称 为 向 量 a 沿 坐标 Y 
轴 的 分 向 量 。 | »j 
如 果 向 量 a 的 起 点 为 4(x4， d : 


mue RENN CN ETE. O 3 "サギ 
名 向 量 e 的 分 解 可 写 成 下面 的 形式 , Ed 
Hos o ae AB= (xa DIE CG yD ^ (4,0 


B. 利用 向 量 的 坐标 进行 运算 的 法 则 


如果 在 基础 向 量 G, の 上 给 出 向 量 w = Ga, y1), d= 
Ga, yd) , Wi 
两 个 或 若干 个 向 量 的 和 的 坐标 等 于 各 身 量 对 应 的 坐标 的 
M, 即 、 B 
atbz(xitxi yit yı); 
PA A EA NAE IR SP A a BO EVA Es By 
aba (xx, ター ツジ) : 
so OIR KE SF EL I] NE RU A59 db 
" 即 


macmx;, myi), 
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7, 两 个 向 量 共 线 的 条 件 


两 个 向 量 a= (xn, YDM 5-7 Ga, yd) 共 興 的 条件 具有 
形式 
X17 fixa, yi7 f ys, (4.5) 
BD dm CPG A BORRAR RIA, MAR AMARA 
如 果 m>>0， 那 么 向 量 ac 和 5 的 方向 相同 ， 如 果 <0， 那 
么 这 两 个 向 量 的 方 疝 相反 。 


23. BA Prjia= —2, Prjib=1, iW. D Prj (2a 
+b); 2 Prj (30 -2b), 

解 , 利用 射影 的 性 质 ， 得 

D Prj (2a +b) =2Prj a+ Prjib= 2*(-2)+1= -3 

2) Prj (3a-2b)=3Prja-2Prj1b=3»(-2)-2+1 
=-8, 


24, 已 知 : Prjas3, P,jbs -1, HH: D Prj (a 


-b) 2 Ph Grab), 

25, uEBj; Pr (a-b)-Prj;a-P,jb, 

26, 证 明 , 如 果 对 于 两 个 不 平行 的 轴 ! 和 n 有 关系 式 Prjia 
=0 和 Prja=0， 那么 gG= 0。 

27. 在 怎样 的 情况 下 ,向量 在 轴 上 的 射影 ，1) 等 于 零 ， 
2) 绝对 值 等 于 已 知 向 量 的 长 ? - 

28. 已 知 向 量 a 和 46 关于 直线 /为 对 称 。 若 这 两 个 向 量 在 
細々 上 的 射影 満足 条件 ;1) 平行 于 直线 六 D 垂直 于 直线 1， 
那么 这 两 个 向 量 在 轴 * 上 的 射影 之 间 应 具有 和 念 样 的 关系 式 ? 

29. MECA, AMARA ENS, FAP 7 a 
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Pri bE? 

30。 已 知 向 量 a 与 轴 / 组 成 60° 的 角 ，|al = 6 ， 求 向 量 a 
在 轴 ! 上 的 射影 。 

fg. 根据 公式 (4.1) 得 


Prj a =6°c0s60° = 3。 


MG, -D , A(-1,-2) 


图 44 图 45 


31， 已 知 向 量 a 与 轴 ! 组 成 的 角 为 ，1》 45% 2) 120% 
3) 150"。 求 在 这 些 条 件 下 向 量 * 在 轴 ! 上 的 射影 。 

32. WR ARIBISA RAMA A (1, -2, BA, 3), 
RE: 1) 向 量 a= (3，- 2)，2) 向 量 a = AB, 

f£. D 作出 终点 为 M(3，- 2) 的 向 量 半径 〈 图 44)。 疝 
量 半径 OM 为 所 求 的 向 量 ， ， 

2 作出 点 4( -1，~2),， 点 8(4，3)。 以 点 4 为 向 量 的 
起 点 ， 点 刀 为 向 量 的 终点 (图 45) ， 则 向 量 4B 为 所 求 的 向 
E. 

33。 求 作 下 列 向 量 ，1) a=(-2, 0, 2) b=(3, 2); 
3) a= 个, 其 中 4( -1 1), 8(4。 D; D e= CD, Xm 
CCO ,22,DG, 0), " 

34. &G4C 71, -2), B(4, 5), 求 向 量 々 = AB B AB 
LP 

解 ， 根 据 公 式 (4.2) 得 
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a= AB=(4-(-1,5-(-2)=(5,D 

35， 求 向 量 的 坐标 ，1) a- AB, A(-2, -2> 
B(4,-15, 2) 5=BC, BU1,-3), C(4,— 5D; 

36. Bóni3Ra - (72,3, b- 05,0, c= (3, - 5D, 
求 下 列 向 量 的 坐标 ，1) a+b; 2) a-c; 3) a+b-c, 
4) 2a, 5) 31-c; 6) a- 2b+2c, 

37. 将 下 列 向 量 用 单位 向 量 i 和 7 来 表示 ，1) a- C72, 
4) ;2) g= AB, A(-2, -1), B(4,- 3)。 

fi: D 这 里 x= -2，y= 4。 根 据 公 式 (4.3) 得 ， 

a=-2i+4j 

2) 根据 公式 (4.,4) 可 求 得 ， 

a= AB= (4- (20i (-3- C- 1j» 6i - 2j, 

38， 试 用 单位 向 量 : 和 .J 表示 下 列 向 最 ; D a= (- 2， 
-4); 2 a= AB, A(-1,2), BC- 2, - 8), 

39. 已 知 4(- 2,- 3), が (2,4) 8ICCS,D ， 试 将 向 最 
AB, BCRIC ABLBI DU RIMA. 

40. 已 知 向 量 4B 和 CD 对 应 的 起 点 和 终点 分 别 为 ， 10 
4(1,1) , B(7,3), C(-4,-5), D(5,~2); 2 A(—3, 
1),B(3,3),C( -2, -5, D(6, 1, 3) A(- 3, ~ 6),. 
B(-1, 2, C(3, - 5), D(5, 3)o 检验 向 量 4 方 和 CD 
是 否 共 线 。 如 果 共 线 ， 那 么 它们 是 否 同 向 ? 

fü. D 由 公式 〈4.2 ) 我 们 可 求 得 向 量 的 坐标 。 AB- 
(6, 2, CD=(9, 9. HEAR (4.5) 我 们 可 知 这 些 向 


量 的 举 标 成 比例 = 也 =m>> 0 。 所 以 ， 这 两 个 向 量 共 A 


并 且 同 向 。 
2) 类 似 地 可 以 得 到 : AB=(-6, 3), CD= =(8,- 4), 
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SE B emco, MU, AWAARA R, E A 
反 。 
.3) 我 人 有 A2 - 4, 0,CD- (4, -1), 由 于 二天 二 上 ， 


那么 向 量 的 坐标 不 成 比例 。 所 以 ， 这 两 个 向 量 不 共 线 。 

41。 已 知 向 量 .4 方 和 C 方 对 应 的 起 点 和 终点 的 坐标 分 别 
为 ; 1) 4(- 3,6),B(1,2),C(4,- 6), DC- 2,0); 
2) A(- 3,1), B(3,3), C(- 2,- 3), D(6, -1); 
8) A(-3,76), 3(-1,2), C(3,-5), DCS, 3 )。 检 验 
la MABRICDAERA. AGAR, BATMAN ? 


$4. 向 量 的 长 度 、 平 面 上 两 点 之 间 
的 距离 、 向 量 同 坐标 轴 所 成 的 角 


向 量 半径 a = (x,y) 的 长 度 可 由 下 面 的 公式 求 得 : 
lal =V x?+ y? (4,6) 
向 量 a = AB= (zm -x4，ya 一 y4) 的 长 度 可 由 下 面 的 公 
AR: 
IAB] = |AB| = Vixa- xa) ro ya)? 
(4.7) 
我 们 也 可 以 利用 这 个 公式 计算 平面 上 两 点 之 间 的 距离 。 
向 量 a= ABI A sos f oy 组 成 的 角 可 由 下 面 的 公式 求 
得 ， 


Xa XA 
V (xa xa) * Ga ya)? . 


cosg = 
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Ve YA 
= —— — e — 。 4.8 
cosA vV Cxe- xa)? t (p ya)? $ ? 


e 


2 

42, 已 知 A4(1,1),，B(4, -3)， RinRABIS KR, 

解 根据 公式 (4， 7) 可 求 得 ; 

AB= VT 312 =5。 

43. BIRAU, 0,BC DMCC- 4,6), 求 向 量 45, 
BCHCA KI, 

44. 求 向 量 a= (7 5, -12) 的 长 度 。 

45. 已 知 三 角形 的 项 点 分 别 为 : 1) 4(4,0)。 BCT, 4) 
和 C( 一 4,6); 2) A(6,7)，B(3,3) 和 C(1, 5), pur x 
角形 的 周 长 。 

46. 求 出 与 下 列 向 量 方向 相同 的 单位 向 量 ，1) a=(3, 
4) 2 b-(-6,-8), 

解 : 1) 我们 求 得 已 知 向 量 a 的 长 度 为 ， ll = 5*5 


= 5。 那 么 ， 与 向 量 w 同 向 的 单位 向 量 e 等 于 e= ETE pas 
向量 e 的 每 个 射影 同样 为 向 量 a 对 应 的 对 影 缩小 5 倍 。 所以, 
edi ^ fjxe- c$ > B Do 


2) 类 似 地 ， 我 们 可 得 e=(-0.6,- 0,8). 
_、47， 己 知 ，1) 向 量 a= AB,A(2,-3), B(1,4),2) b= 
BC, B(-1,0, CQ,5), MITRA ISI RE RA 


PURA 0 
解 ，1) 按照 公式 (4.8)， 我 们 求 得 : 
cosa : a 


UTN ary 0.1V2, 
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4+3 
TAR 
2) 在 这 种 条 件 下 ， 我 们 求 得 ， 
cosa=0,6, cos —- 0,8, 

48, 已 知 下 列 向 量 : D a= AB, A(-2,-3),B(3,9); 
2) b= BC, B(4,-1), C(0,2) 。 试 求 出 这 些 向 量 与 坐标 
DUE SPESE 

49, 求 出 到 点 47,-1)。 B(- 2,2) 8ICC— 1, — 00 HE 
离 的 点 01。 

50. 计算 到 点 4410,7)，B( -4, 一 7) 和 C(12, - 7) 等 距 
离 的 点 01 的 坐标 。 

51。 求 出 过 点 4( 一 1,9)，B( - 8,2)，C(9,9) 的 圆 的 圆 
心 ， 并 求 出 它 的 半径 长 。 

52. Gnd OX 上 一 点 M 到 点 (10,5) 的 距离 等 于 
13, REM, 

53， 已 知 由 轴 OY 上 一 点 B 到 点 4(3, - 1) 的 距离 等 于 5， 
AB. "o 
54, Ep. D 4(- 4,0) 812( 23,77), 2) A-3, 
一 1) 和 和 B(6,2)。 试 计算 在 轴 OY LEIA, DAA 
标 。 

55. tin: 1) A4(5,13〉 和 BC( 一 12, 0, 2) AC0,6) 
和 和 B(2, -4)。 试 求 出 在 轴 OX 上 上 且 距 4，B 等 远 的 点。 

56. E: D 140-8, -1); 2) 40,2). VATER RE AB 
标 轴 和 点 4 等 远 的 点 杂 的 坐标 。 

57， 求 出 到 纵 坐 标 铀 和 点 4(8,6) 的 距离 都 等 于 5 的 点 MX 
的 坐标 。 

58, 计算 到 横 坐 妹 轴 和 点 4(1,2》 的 距离 都 等 于 10 的 点 
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=0.7 ソ 2 。 


MEAR. 


$5. 线段 的 定 比 分 点 
如 果 点 C 将 线 没 48 分 成 的 两 部 分 具有 关系 式 
AC:CB=4, 
那么 点 C 的 坐标 可 按 下 列 公式 求 得 : 


4 十 MXB _ YA FAJA 
AR Pl 


如果 4= 1， 那 么 就 得 到 求 线段 中 点 坐标 的 公式 ， 


2 XAT Xa 2 ツメ キア 』 
Xo = 2 s YF 2 . (4,10) 


(4.9) 


59, Gm. 1) 4G, - 0BC- 1,2) 2) 4(6,- 3) 
f1B(-2,- 7) 。 试 计算 线段 4 已 的 中 点 C 的 坐标 。 

60， 点 C 将 线段 4B 分 成 3 : 5 两 部 分 (由 ARB) 。 R 
段 的 端点 坐标 分 别 为 4( 2 , 3 ) 和 B(10,11)〉。 求 点 C 的 坐 
标 。 

61, 以 4(3,- 2) 和 7 ぢ 9,6) DR POS AR BUR C 分 成 
的 两 部 分 之 比 为 1 :3 (由 B 到 4)。 求 点 C。 

62， 端 点 为 4( 3 , -D 和 B(10, -9 的 线段 被 点 C 分 成 
的 两 部 分 之 比 为 215 。 求 点 C。 

63, 以 4(- 11,1) 和 B(9 ,11) 为 端点 的 线段 被 分 成 
2 :3 :5 三 部 分 (由 4 到 B) 。 求 各 分 点 的 坐标 。 

f. 我 们 用 C 和 二 表示 由 A 到 B 的 分 点 ， 按 照 已 知 条 件 
得 x4= ー11。 xs= 9, ya= l, ya= 1, AC:CD:DB= 
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2:3:5, 
AC 2 


2 


1 


点 [分 4B 之 比 1- Ch g5 FE 


1 


-11+ 寺 "9 
+ 
1 4 
1 + オ ・1 
Yo = - 3。 
1+4 


4 


点 C 的 坐标 为 CC 一 7,3)。 
由 于 点 为 4B 的 中 点 ， 那 么 ， 


-ll+9 


Xn = 3 —-2-—]1, y= 


^A 0 DIS ESDCO- 1,0), 


1+1L _ 
3 ^9 


64. WAC- 5,- 2) 和 8(4,2.5》 为 端点 的 线段 由 4 
到 如 被 分 成 的 三 部 分 之 比 为 3 14 :2 。 求 分 点 的 坐标 。 
65. 已 知 线段 的 一 个 端点 为 4(-3,-5)， 它 的 中 点 为 


C( 3 ,- 2 ) 。 求 线段 的 另 一 个 端 。 


66， 己 知 线段 的 一 个 端点 为 B( 一 3, - 2 )， 它 的 中 点 为 


CC- 2,8) 。 求 线段 的 另 一 个 端点 4。 


67， 己 知 三 角形 的 顶点 为 Ox y: ， 刀 (xsyye) ， 
Clxc,yc) 。 求 这 个 三 角形 的 中 线 的 交点 。 
解 ， 我 们 知道 ， 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 ， 这 点 分 每 


条 中 线 之 比 为 2:1。 
我 们 求 出 83C 边 的 中 点 Ds 
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XD = 2 ^ YD 2 o 


我 们 来 求 中 线 的 交点 M 。 为 此 ， 我 们 将 中 线 4D 按 1= 2:1 
= 2 之 比分 开 〈 由 4 到 站 ) 。 那 么 , 点 并 的 坐标 为 ， 


Xp XC 
xy = HA +Axo _ る 2 
1 +4 1+2 
AA+ xa * xc 
= 
+ 
ッ 4+4yp ツア スト 3 idi nd 

Des Res 1*3 


ーー X4Atynatyc 
qe 


由 此 可 见 ， 三 角形 的 中 线 交 点 的 坐标 等 于 三 个 顶点 的 同 
名 坐标 的 算术 平均 值 。 

68， 如 果 三 角形 三 个 顶点 的 耸 标 分 别 为 : 1) ACT, 
- 4), B(-1, 8) ,C(-12,- 1) 2) A(-4,2), 
B(2, 6), C0, - 2) 。 求 出 这 两 个 三 角形 的 中 线 交 点 
的 坐标 。 

69. 己 舌 线 豚 的 端点 分 别 为 4(- 8 ，- 5) 和 (10, 
4) 。 求 出 将 这 条 线段 分 成 相等 的 三 部 分 的 分 点 C 和 D 的 举 
标 。 

70. BMRB MN 的 端点 坐标 为 M (-7，- 2) fü 
N 03, 3) 。 求 出 将 这 条 线段 分 为 五 等 分 的 分 点 的 坐标 。 

71. 点 C (3, 5) 分 线段 4B 之 比 为 4C:CB= 3 :4。 
如 果 线 段 的 终点 为 B8(- 1, 1) ， 求 线段 的 起 点 4 的 
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坐标 。 
72. 点 C 《一 3 , 1.50 分 线段 4B 之 比 为 4C : CB= 
3 : 2 。 如 果 线 段 的 终点 为 (7, -3.5 ， 求 线段 的 起 点 
A, x 
73, 点 C 《~ 2, 1) 分 线段 AB ZWE» AC : CB= . 
2: 1。 如 果 它 的 起 点 为 4〔(- 10，5 , ， 求 线段 的 终点 妃 。 
74. 已 知 线段 AB 的 端点 坐标 为 4(-9，- 3) 和 
B(1，2)。 为 了 使 4B: BC = 5:3 ,需要 将 线段 4B 延 长 到 
怎样 的 点 C? 
解 ， 根 据 已 知 条 件 ， 我 们 有 
X4=— 9, xa= 1, y47—3, ya= 2, 
4= AB:BC= 533, 
设 所 求 的 点 为 C(xc，yc)》。 对 于 将 线段 AC 分 为 给 定 
的 出 的 点 (1 ，2 ) ， 我 们 有 


5 
lucu NL x 
5 
1+2 439. 
3 iur 


由 此 得 xc=7，yc=5， 即 C (7, 5) 

75. 已 知 强 段 的 端点 为 4 (4, 7) HB C-3, 5). 
试 在 线段 4 刀 的 延长 线 上 求 一 点 C， 使 4B:BC= 1:7。 

76. 忆 知 线段 的 端点 为 4 (-5, - 2) HB (- 1, 
0). ATE AB: BC-2:5, HER AD 延长 到 怎样 的 
点 C。 


§ 6。 两 向 量 的 数量 积 、 


两 个 不 为 零 的 向 量 的 长 度 与 它们 之 间 的 夹 角 余 弱 的 乘积 
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称 为 这 两 个 向 量 的 数量 积 。 
向 量 * 和 2 的 数量 积 用 zx"8 表 示 。 于 是 ， 根 据 定义 有 | 
a*b- |a|+|b|-cos (a,b), (4.11) 
两 个 向 量 的 数量 积 等 于 一 个 向 量 的 模 乘 以 另 一 个 向 量 在 
第 一 條 向 量 方 向上 的 射影 : 
ab= |a] * Pri b |b| - Prjya, (4.12) 
下 面 我 们 指出 数量 积 的 一 些 性 质 ， 
1°, @・6=6・c (交换 律 )。 
2°, a» (b+c) =o@・6+g・c (分 配 律 )。 
3°, m Cg・ ち ) = (m-*a)-* b-a- (m. b) (结合 律 )。 
数量 积 *。c 称 为 向 量 a 的 数量 平方 、 向 量 的 数量 平方 等 
于 它 的 长 度 的 平方 
asaza’, (4.13) 
两 个 不 为 零 的 向 量 w 和 8 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 它们 
的 数量 积 等 于 零 ， 
(a0, bx50, @・6= 0) <>a | b, (4,14) 
两 个 不 为 零 的 向 是 as 和 8 共 线 的 充分 必要 条 件 是 关系 式 
a*b-t ja] * lbj, (4,15) 
成 立 〈 式 子 中 取 正 号 表明 af 个， 取 负 号 表明 af 45. 
向 量 a= Cx, yD fib (x, yai) 的 数量 积 可 按照 下 面 
的 公式 用 它们 的 坐标 表示 ; 
a * b= xix yiVz (4,16) 
两 个 向 量 a = Ga, yo 和 b= (xz ye) 之 间 的 夹 角 可 按 
下 面 的 公式 求 得 ， 
costa,b) E Vv xil "X : E * yd 


(4.17) 


从 这 个 公式 可 以 看 出 ， 当 向 量 @ Mb EMEEN, RMI 
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xixa + y1ya= 0, (4.18) 


77. 已 知 向 量 w 和 9 组 成 的 角 为 Co?8) = 60*, B. lal = 6， 
局 1= 3 。 试 计算 Ca +b). (a-3b), 
解 ， 利用 公式 〈1.11) 和 (1.13) ， 得 ， 
(2g+5)・(2g-3 め ) 
= ¿a?- 6 le] + Ibl » cos60* * 2 lal » Ibl 
‘cos60° — 3 b? 
=4Xx6%-6x6x3x0,5+2x6x3X0,5-3x 3 
= 81。 
78. 已 知 向 量 c 和 8 之 间 的 实 角 为 120"， 且 lol=4， 
Bl = 5, 计算 (2a- 30)2。 
79. 已 知 向 量 a 和 4 之 间 的 夹 角 为 150",， 且 al = 2， 
bi = 3. 计算 Ca b) - 4a, 
80, KmHa=(-3, ON 3 ) 的 数量 积 。 
解 ， 根 据 公 式 〈4.16) 得 
a«b- (一 3)x4+2X3=ー6。 
81. 求 下 列 向 量 的 数量 积 ， 1) g=(2,4) 和 b=(4， 


1) ，2) e(l. Do md- (2, で )。 

82. 已 知 点 4 (-2, 4), B (4, -2),C(4, 
-2), D (1, 5). HABER AB - CD, 

83， 求 下 列 向 量 的 数量 积 ， 1) a= - 2i+5j 和 b= 3i 
-4j 2 ABHEC, 这 里 有 A (1,3), B (-2, -4), 
で (4, - 3) 

84. 计算 向 量 s= (-4, 3) füb- (3, - 4) 21M 
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的 夹 角 。 
解 ， 根 据 公 式 (4.17) 得 


-4x3+3x(- 4) 
ソ ( こ 2+32 eV 32+ 4 の 2 


cos (a,b) = 


= — (0,96; 
(a,b) =163%44”, 
85. BWA (3, 1) B (7,4), C(3,2), 
D €6, 6) 。 HAM ABRICDz. iB tt; 3c fh. 
86. 已 知 a= (2, 3) 和 b= (1, 1). RHHa+b 
和 a ~ 5 之 间 的 夹 角 的 余弦 。 
87. 检验 下 列 各 组 向 量 是 否 互相 垂直 ; 1) @= (3, 


3 1 4 
2) fübe (4, 6); 2) c= (イッ =p) 和 d= (7,5) 


3) p= (-2, 5) Mg= (3, 1) 
解 , 根 据 公 式 (4.18) KË 
1) @・c=(-3)x4+2x6=0, Malb; 


の ce・d= Èx Cx 0, eld 


3 p・9= (-2)x3+5x1=-1%0, Bi pts 
直 于 9。 

88, 验证 下 列 各 组 向 量 是 否 互相 和 拍 直 ，1) a= (-3, 
5) 和 b= (5, 3), 2)c= (2, -4) 和 d= C-4, 
-2); 3)p= (-8, - 4) Mg= (5, 1) 。 

89， 为 了 使 向 量 a + 8 垂直 于 向 量 a -6, 那 么 向 量 a 和 6 应 
满足 怎样 的 条 件 ? 

90. RIF] =3, =8, (F,3)- 60*, RAFA 
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位 移 S 上 所 做 的 功 。 
解 ， 功 4 可 按 公式 4= ES= [F] + (S] « cos(F,S) E 
计算 ， 这 里 有 为 作用 力 ，3 为 位 移 向 量 ， 于 是 我 们 有 
イ =3x8xcos60"=12 〈 功 的 単位 )。 
921. 一 个 质点 在 力 F (2. - 1) 的 作用 不 做 直线 运 
动 ， 求 算 这 个 质 由 位 置 M (1, - 2) 移动 到 N (5,-5) 
记 做 的 功 。 


$7. 直角 坐标 变换 


1. 坐标 轴 的 平移 

若 两 个 直角 坐标 系 有 不 同 的 原点 ， 但 它们 的 坐标 轴 互 相 
平行 且 方向 相同 ， 那 么 周一 个 点 在 这 两 个 坐标 系 中 的 坐标 之 
间 有 下 列 关系 : 

X2 Xi* Xo, y 7 y1 + Yoo (4,19) 
ERE ROTE ICA ER RUP E yi IAEN 
坐标 系 中 的 坐标 ，xo 和 yo 为 新 坐标 系 的 原点 U1 在 原 坐 标 系 中 
的 坐标 《图 46》。 

2. 坐标 抽 的 旋转 〈 不 改变 坐标 原点 
若 x 和 y 是 某 点 原来 的 坐标 ，a 为 旋转 角 ，xa 和 yz 为 这 
点 在 经 过 坐标 旋转 而 得 到 的 新 坐标 系 中 的 坐标 〈 图 47)， 


Y 
Y, 
Y | 了 | 
Oi (xo, yo) X q Xi 
o X 0 


El 46 图 47 
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X= XiCOS@ — yiSina, Y= xiSina + yicosg, 
(4,20) 

X17 xc0Sa + ysina, yi^ ~ xSina キツ COSo 
(4.21) 


92. 将 坐标 原点 平移 到 坐标 为 x。= 2 和 yo= 一 3 处 ， 某 
点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 xx= 3 ，y1= ~ 1 。 求 这 点 在 原 坐 
标 系 中 的 坐标 。 

R: 根据 公式 (4.19) fii 

x= xa+x0=3+2=5, 
Yy=y+y0=-1+(-3)=-4, 

93. 在 坐标 轴 的 方向 不 变 的 情况 下 ， 将 坐标 轴 原 点 移动 
到 下 列 各 点 , 1) (-8。 5) 2) (4，- 2) 3) 
(- 1。-3), 4) 《2，1)。 已 知 某 点 在 新 坐标 系 中 的 
坐标 为 x1 = — 2 和 ya= 4 ， 求 这 点 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 。. 

94. 已 知 某 点 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 为 x= -4 和 y = 2。 
而 经 过 平移 坐标 轴 后 ， 新 坐标 系 原 点 的 坐标 为 xe = 3 和 yo= 
ー 1 。 求 这 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 。 

解 ， 根 据 公 式 (4.19) ， 我 们 求 得 ， 
X1=YX 一 Xo= 一 4-3= ~7, 
y1=y 一 yo=2-(-1)=3。 

95， 将 坐标 原点 分 别 移动 到 下 列 各 点 ， 1) (3,2); 
2)(-3, 2); 3) (3, - 2); 4)%(-3,-2) 
已 知 某 点 在 原 坐标 系 中 的 坐标 为 Y=- 2 和 y= - 3， 求 这 
点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 。 

96. 在 坐标 负 的 方向 相同 的 两 个 坐标 系 XOY 和 JO4Y X 
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中 ， 某 个 点 的 华 标 相应 为 2, 3) 和 (-7, 60 . X 
每 一 个 坐标 系 的 原点 在 另 一 个 坐标 对 中 的 坐标 。 
解 : 设 x=-2，y=3 和 xi=-7，y=6。 根 据 公 
X (4.19) 18i : 
-2=-7+x0 8-26 tyo, B 
xo= 5, yo= - 3 
在 坐标 系 XYOY 中 ， 新 原点 的 坐标 为 ， 0(5 , 73), 
在 公式 (4.19) 中 ， 交 换 x 和 xi，y 和 yi， 于 是 得 ， 
-7=-2+x0, 6=3+ ッ wm。 Bl 
x= —5, Yoi=3。 
ACER X OY 1 的 新 原点 的 坐标 为 :O01( — 5,38) 

97， 在 坐标 轴 方 向 相同 的 两 个 坐标 系 XOY 和 X101Y4 
中 , 某 点 的 坐标 相应 为 (- 4 ，7 ) 和 (一 8, 3) o RETE 
标 系 的 原点 在 另 一 个 坐标 系 中 的 坐标 。 

98. 两 个 坐标 系 的 坐标 轴 方 向 相同 。 第 一 个 坐标 系 中 的 
原点 在 第 二 个 坐标 系 中 的 坐标 为 〈- 3。 50 。 求 第 二 个 坐 
标 系 的 原点 在 第 一 个 坐标 系 中 的 坐标 。 

99, AAA M Ox, y) 。 如 果 把 纵 轴 当 作 横 轴 ， 把 模 
轴 当 作 纵 轴 ， 那 么 这 个 点 的 坐标 应 怎样 改变 ? 

100. 在 不 改变 坐标 原点 的 条 件 下 将 坐标 轴 旋 转 60"。 已 . 
知 点 M 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 为 《- 2/3, 4 ), 求 这 点 在 新 
坐标 系 中 的 坐标 。 

解 ， 根 据 公 式 (4.21) ffi 

wi= 一 2w3cos60"+ 4 sin60”, 
yi- 2 4/ 3sin60? + 4cos60^, 
即 xi=w3，yi=5。 
101. 将 坐标 轴 旋 转 下 列 角 度 ，1) 45% 2) 30%, B 
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知 点 4 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 为 《4 , — 20 , RIERA 
标 系 中 的 坐标 。 
102, 在 将 原 坐 标 系 的 坐标 轴 旋 转 45" 后 得 到 的 新 坐标 系 
中 ， 给 出 一 点 〈- 2 ，4 ) 。 求 这 点 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 。 
“ 解 ， 根据 公式 (4.20) 得 : 
x= — 2c0s45? - 4sin45”, 
y= - 2sin45° + 4cos45”, 
即 x--342, y»y-42, 
103. 将 原 坐 标 系 的 坐标 轴 旋 转 下 列 角 度 : 1) 307, 
2) 60°。 如 果 某 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 《2 vw 3, 2), 
求 这 点 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 。 


$8. R Æ 标 


极 坐 标 系 包含 下 列 元 素 ，1 》 点 0 一 一 极点 ， 2 dj 
0 引出 的 射线 -一 - 极 轴 OP)、3 ) 单位 长 度 1。 

在 平面 内 任 取 一 点 M (图 48) 。 由 AP) 
这 点 到 极点 的 距离 ~ 一 用 给 定 的 长 度 音 < 
位 表示 的 向 量 半 径 的 长 度 ， 和 向 量 半径。 "ーー 
与 极 轴 的 夹 角 ， 这 样 两 个 条 件 给 定 了 点 
MEA, OARA MAR, r Bd 
叫做 极 半 径 ，9 叫 做 极 角 。 点 M DOBLE 
FUE, Mir, の) 。 

当 点 MM 与 极点 重合 时 ， 那 么 + = 0 , MORE, 对 平面 上 
其 它 的 点 r> 0 ，9 值 可 由 精确 到 2 r 的 整数 倍 记 确定 。 

如 果 极 坐 标的 极点 位 于 直角 坐标 系 的 原点 ， 而 极 轴 与 正 
半 轴 ?2x 重 合 ， 那 么 ， 角 的 直角 坐标 可 由 下 列 极 坐标 表示 : 
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x=rcosP, y =rsinPo (4,22) 
平面 二 任意 一 点 的 极 坐 标 可 用 直角 坐标 表示 ， 


aa red Ed 
r=V xX ty, sinp = — A 
y's Vxty? 


coso SU gan (4.235 
tgo S (4.20 

104. FLA PME HU RM C2, e 
"a uf. 解 ， 过 极点 0 引 一 条 与 极 轴 Op 组 成 


子 - 角 的 射线 Om。 在 Om 上 截取 线段 OM ， 


使 它 的 长 度 等 于 2 个 单位 。 那 么 ， 点 MM 
就 是 求 作 的 点 (图 49)。 


图 49 


105. 在 极 坐标 系 中 作出 下 列 各 点 ，1)》 4(3 A 


2)B (4, ŽD , DC, - 0 DG, - 37, 


m 2n 58. 
106. 求 出 点 (2,742 , A, OMA,- 
的 对 称 点 的 极 坐标 ， 1 ) 关于 极点 对 称 , 2 ) 关于 极 轴 对 称 。 
107, RAA (AG A. 
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解 ， 根 据 公 式 (4.22) 可 求 得 


x S 
x= 4 cos = 2, y= 4 sing" = 24 3. 


108. 求 下 列 各 点 的 直角 坐标 ，1 ) 4(2 ); 2) 


BY, - > 3) CVT, -5o Di. 


109， 求 直 币 坐标 为 〈- 3 ，3v 3 ) KADRE 
解 ， 根据 公式 (4.23) 得 


MERA ma の = “ぷー。 


110， 求 下 列 各 点 的 极 坐标 ，1) (0,50, 2) BO, 
ー ジ 3) ) 3) C(-/3, -1)5 4) D(1,- 1). 
111. 一 个 点 的 直角 坐标 和 极 坐标 可 以 是 同一 对 数 吗 ? 
112, 局 知 两 点 的 极 坐标 为 4 Cra, o0 MB Cra, 92), 
计算 这 两 点 之 间 的 距离 。 
解 ， 根 据 余弦 定理 有 
|AB| = vr? +r? - 2riracos(P2— Pido 


13. 计算 两 点 4 (6,50 MB, IZ 


离 。 
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《114 题 一 -123 题 ， 要 求 用 向 量 证 明 。) 

114. 求证 ， 任 意 三 角形 的 三 条 中 线 可 以 作为 三 角 形 的 
Mo 

115. 求证 ， 连 结 三 角形 两 边 中 点 的 线段 等 于 第 三 边 的 
一 半 。 

116. 己 知 平行 四辺 形 48C の 和平 面 上 任意 一 点 0, KR 
H: 04+0C= OB+0D, 

117. 求证 ,任意 四 边 形 各 边 的 中 点 是 平行 四 边 形 .的 项 
点 。 

118. 证 明 ， 三 角形 的 三 条 高 相交 于 一 点 。 

119, 求证 ， 平 行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 它 的 各 边 
的 平方 和 。 : 

120. 求证 ， 闭 形 的 对 角 线 互相 垂直 。 

21. 求证 ， 等 腰 梯 形 的 两 条 对 角 线 相等 。 

122. 求证 ， 直 角 梯 形 的 两 条 对 角 线 的 平方 差 等 于 POE 
的 平方 差 。 

123, 求证 ， 直 径 上 的 圆周 角 是 直角 。 

24. RAA C- 2, — 3) 在 下 列 条 件 的 对 称 点 ，1) 
关于 坐标 原点 对 称 ，2 ) 关于 OX 轴 对 称 ， 3 ) 关于 OY $h 
对 称 ，4 ) 关于 工 和 亚 象 限 坐 标 角 的 平分 线 对 称 。 

125. 己 知 以 4 (- 3, 1) MB (-1, 7) 为 端点 的 
线 仆 。 求 在 下 列 条 件 的 线段 4 刀 的 端点 的 对 称 点 的 青 标 ，1) 
关于 坐标 原点 对 称 ，2 ) 关于 OX 轴 对 称 ，3 ) 关于 OF $ 
对 称 ，4 ) 关于 开 和 了 下 象限 坐标 角 的 平分 组 对 称 。 
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126. BASEL AC3, 2), B(7, 4) MCCL, 6) 为 
顶点 的 三 角形 ， 求 在 给 定 的 条 件 下 三 角形 顶点 对 称 点 的 坐 
des 1 ) 关于 坐标 原点 对 称 ;， 2 〉 关 于 OX BN, 3) X 
于 OY 轴 对 称 ，4 〉 关 于 了 和 本 象限 坐标 角 的 平分 线 对 称 。 

127. VIA (- 2, 4) HB C6, 12) 为 端点 的 线段 被 
点 C 所 平分 ， 已 知 点 D 的 坐标 为 D (7 ，- 4〉， 求 线段 CD 
的 长 度 。 

128. 已 知 三 角形 各 边 中 点 的 坐标 分 别 为 2，1)， 

(0，-4) 和 (-4，- 1)。 求 三 角形 三 个 顶点 的 坐标 。 

129. 已 知 以 点 4(4 ，6》 和 5(1，3) 为 端点 的 线 
段 ， 将 这 条 线段 沿 由 4 到 8B 的 方向 延长 到 怎样 的 点 C， 才能 使 
ZRBEACHNAAEE AB 3 fi 

130， 将 线段 4 分 成 5 等 分 ， 线 段 的 一 个 端点 的 坐标 为 
A (8 , 6) , ， 第 二 个 分 点 为 D(2，4) (由 A 到 B) 。 求 
点 B 的 坐标 。 

131. 某 些 点 将 夹 在 4 6, 80 HB (9 12 之 间 
的 线段 沿 由 A 到 B 的 方向 分 成 同一 比值 ， 求 这 些 点 的 向 量 半 
径 的 长 。 ^ 

132， 在 向 量 w = ABRIb = 5C 上 作 三 角形 4 有 C， 并 引 三 
HEPR AM, BM? 和 CHM :。 如 果 三 角形 的 顶点 坐标 为 
4 (2,552, B C(4,- 450 IC (12,-2) , GR AMI, 

133. 已 知 线段 AB 的 端点 坐标 为 4(-7，- 1) 和 
B(9, 70 , "KC 将 线段 分 成 两 部 分 的 比 为 5: 3 (由 4 到 
B) 。 求 点 C 与 它 关于 坐标 原点 的 对 称 点 的 连结 线 之 长 。 

134， 线 段 48 被 分 成 七 等 分 ， 已 知 第 4 个 分 点 的 坐标 为 
F(4, 1) (HASIB) ,如 果 点 8 的 坐标 为 B (03,4), 
求 点 4 的 坐标 。 
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135. 在 第 工 和 第 下 象限 的 坐标 角 的 平分 线 求 出 一 点 ,使 


它 到 点 4 (CT, ?) MB C2, 
136. 已 知 4 (3, 2), 


一 13) 的 距离 相等 。 


B(- 2,1) MC(1,-4) 


为 平行 四 边 形 的 顶点 ， 而 且 4 利 C 是 相对 的 顶点 ， 求 第 四 个 


頂点 り 。 


137. 己 知 平行 四辺 形 的 相対 T 


AO 40-74, 2) 和 


C(2, - 3) KB 0 ey HD. RR OU o 


138. 


小 


第 一 组 

D HAC 2,- 3)» BO, 
D, READ, 

2) 已 知 点 C 将 线段 4B 分 成 
的 两 部 分 之 比 为 1: 4 (由 A 到 8B)， 
B 的 举 标 为 (一 6, 一 1), RAA. 

D 求 距 坐 标 轴 和 点 4 て 4, 
一 2) 等 远 的 点 MM。 

4) ”计算 向 量 4= (一 3,4) 和 
b (4, 3) 之 间 的 夹 角 。 

5) 求证 :如 时 点 0 为 三 三 角形 
三 条 中 线 的 交点 , 那么 04+ 08 
+0C= 0, 
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已 知 平行 四 边 形 的 相 邻 硕 点 4(- 3,10 MBA. 
3 )， 两 条 对 角 线 相交 于 点 M (1 ， 


- 2 )。 求 另 两 个 顶点 。 


IWO Xx 


第 二 组 

D 已 知 点 4(- 3, — 4 ) 和 
BO,5), AES CAD 投 acil 
上 的 单位 向 量 :和 7 分 解 。 

2) 已 知 端点 为 4(7, -08I 
BC- 8, DIA BCABy CHAR 
分 成 的 两 部 分 之 比 为 1: 4 (由 4 到 
B}, RAC. 

3) 已 知 线段 的 端点 为 4 
(一 10,4) MB (5, 一 1)。 要 使 
AB:BC = 5 : 1， 需 将 线段 延长 
到 怎样 的 点 C? 

4) 计算 向 量 s= (3 4) 和 
= (5,12) 的 夹 角 的 余弦 。 

5) 在 A4BC 中 ， 引 中 线 
AM, 求证 2 4M = AB+AC. 


第 五 章 平面 上 的 直线 和 它 的 方程 


$1。 直线 的 一 般 方程 、 直 线 的 
向 量 方程 和 典型 方程 


1. 直线 的 一 般 方程 


关于 变量 x 和 y 的 一 次 方程 一 般 形 式 为 
Ax+By+C=0。 (5,1) 
当 系 数 4 和 B 不 同时 为 零 时 ， 这 样 的 方程 称 为 直线 的 一 


般 方程 。 
下 面 我 们 列 出 直线 一 般 方程 的 特殊 情况 ， 
系 数 E 方 mex 直线 的 位 置 
e- o Az+By=0 直线 过 坐标 原点 
(一 #z) 
A=0 By+C=0 平行 于 0X 轴 
(yb) 
B=0 Ar+C=0 平行 于 OF hh 
(z-a) 
A=C=0 y=0 直线 与 0X 轴 重合 
B=0=0 z=0 直线 与 OY SA 


2, 站 线 的 向 量 方程 


设 ! 为 平面 xoy 上 的 直线 (图 50) , Mo (xo, yO 为 这 
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”条 直线 上 的 一 点 ，n= (4，B) 为 垂直 于 直线 /的 非 零 的 向 量 
(直线 的 法 向 量 ) o MEM (x, y) 是 直线 (上 不 同 于 斩 的 
任意 一 点 ， 那 么 向 量 肝 和 让 ,= 一 ro= 〈x- xo，y- yo) SÉ 
于 向 量 n= (4，B)〉， 即 这 两 个 向 量 的 数量 积 等 于 零 : 


n (r-r) =0, (5, 2) 
方 程 (5.2 ) 称 为 直线 的 向 量 方程 ， 如 果 将 它 写 成 坐标 
形式 ， 则 得 方 理 


Alx- xo) + Bly-— yo) 0, (5.3) 


5. 直线 的 典型 方程 


M. Go, y) 为 直线 上 给 定 的 一 点 ， 而 9g= n, m 
为 与 直线 共 线 的 向 量 〈 这 称 为 直线 的 方向 向 量 )。 如 果 


M(x，y) 为 直线 上 任意 一 点 ， 那 么 向 量 175M = m xs y 
-yoMi ka= (m, n) 共 线 ， 即 这 两 个 向 量 成 比例 ， 


E A (5,4) 
m n 


方程 ( 5.4 ) 称 为 直线 的 典型 方程 。 


1. 检验 点 4(3，14)， 刀 (4，13)，C(- 8, 0)» 
D (0, 7) 是 否 属于 直线 7x- 3 ッ +21=0。 

解 ， 如果 某 点 的 坐标 满足 方程 ， 即 可 使 方程 转 为 恒 等 
式 ， 那 么 这 个 点 属于 已 知 直线 ， 如 果 这 点 的 坐标 不 满足 方 
程 ， 那 么 这 点 就 不 属于 已 知 直 绥 。 

用 点 4 的 坐标 代 换 方程 7x- 3 y+21= 0 中 的 变量 x 和 和 
y， 得 恒等式 7 x 3 - 3 x14+21=0。 MURA C3, 14) 
RT UAR. 
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FUE, ACHDATF OIE, MA 8 不 属 
于 这 条 直线 。 


图 50 图 51 图 52 


2, 求 直 线 4Y- 3 y-12= 0 与 坐标 轴 的 交点 。 

解 ， 设 4 为 直线 与 OX 轴 的 交点 。 在 已 知 方程 中 ， 如 果 
2=0， 则 有 4x-12= 0。 由 此 得 x=3， 即 4(3，0)。 

设 B 为 直线 与 OF 轴 的 交点 ， 当 x= 0 时 ， 则 有 - 3y 
-12= 0 。 由 此 得 y= 一 4， 即 BB (0, -4)〉 。 

3. 求 下 列 直 线 与 坐标 铀 的 交感 1) 5x+ 4y+20= 
0; 2) 7x- 2y+14= 0, : 

4. 作 直 线 3x+ 4y-12=0。 

解 ， 为 了 作出 直线 ， 我 们 需求 出 直线 与 OX HA OY 轴 
PIERO A o. Ryo, 则 有 3x-12= 0, x24, A 
(4,0), Yxr= 08,54 y-12=0, y=3, BO, 
3 ) 。 过 4 和 B 作 直线 ， 即 为 求 作 的 直线 (图 51) 。 

5. 求 作 直 线 ; 1》2x- 5y+10=03 2) 4x+6y 
~3=0。 

6. REER: x= 3; x=-2,x=0, 
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解 ， 在 OX 轴 上 取 点 x= 3, ァ =ー 2。 。 过 这 两 点 作 平 行 
- 于 OY 轴 的 直线 (图 52〉 。 直 线 y = 0 就 是 OX 办。 
7. RAE: 1) x= 4; 2) x= 一 3。 
8. REER, y= 43 y=- 1); y2 0, 
fi. 在 OF th EUR y= 
| 4, y=- 1。 过 这 两 点 作 F 
BOR 行 于 OX ER (853. 
[ 直线 y = 0 就 是 OX 轴 。 
O x 9. REH Æ: 1) y= 
2; 2) y=- 4。 : 

图 53 10. 1) 作出 由 直线 x= 
-2,x=0, y=- 3My= 0 围 成 的 图 形 。 计 算 这 个 图 形 
的 面积 

2 ) 作出 由 直线 x=-3，x=2，y=- 1 和 y=-5 
围 成 的 图 形 。 计 算 这 个 图 形 的 面积 。 

11, 过 点 〈- 2, 80 作 平行 于 OX 轴 的 直线 ， 试 建立 
这 条 直线 的 方程 。 

解 : 平行 于 OX 轴 的 直线 的 方程 其 形式 为 y =b, MRE 
线 上 的 点 的 纵 坐 标 等 于 3 。 因 此 ， 直 线 的 方程 为 y= 3 或 


y=3=0, 
12. 1) 求 过 点 (3, - 4) 且 平 行 于 OX 轴 的 直线 的 
方程 


2 》 求 过 点 (- 6 ，0 ) 且 平行 于 OY 轴 的 直线 的 方程 。 
13. ESL 8D 330 5 。 如 果 这 个 矩形 在 第 1 象 
限 内 ， 它 的 两 条 边 在 坐标 轴 上 ， 已 知 和 矩形 的 长 边 在 OX 轴 
上 ， 试 建立 这 个 箔 形 各 边 的 方程 。 
14, 1) 矩形 的 近 长 分 别 为 3 和 4 。 如 果 这 个 矩形 在 第 
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Ww, CAMADA GAL. DIETA AE OY f 
E, REI MEAR: 

2) 一 个 正方 形 在 第 工 象限 肉 ， 且 有 两 个 顶点 的 坐标 为 
A (2, 00 HB (5，0) 。 试 建立 这 个 正方 形 各 边 的 方 


程 。 

15. RRM. (3, - 5) 且 垂 直 于 向 量 m=(4，2) 
的 直线 的 方程 。 
EM Cx, y) 为 所 求 的 吉 线 上 的 任意 一 点 ， 向 量 


MoM= (x-3, y+ 5) EST n= (4，2) 。 用 于 
这 两 个 向 量 互 相 重 直 ， 那 么 它们 的 数 呈 积 等 于 零 ，navMoiy 
= 0 。 将 这 两 个 血 量 的 乘积 用 坐标 形式 表示 ， 得 

(4, 2) (x- 8, y* 5) =0 

«— 4 (x-3) *2 (yt 5) =0 

<> 4xt+t2y-2=0<>2x+y- 1=0, 

所 求 直 线 的 方程 为 2x+y- 1=0, 

16， 己 知 点 Mo 和 向 mr 量 分 别 为 ，1 M«-2,-3), 
n= (4, -5); 2) Mo (1, -1) ,n=(-3,4)。 
求 过 已 知 点 Mo 且 悉 直 于 向 量 m* 的 直线 的 方程 。 

17. 已 向 六 6。，A4,B 的 坐标 分 别 为 ,1) MoC- 2,- 3), 
A (7-5, 2),B (- 1, 4) 4 2)Me (2,2), All, 
-3) B (6, =5); 8) Mo (-2,- 3), A (2, 
1), B (1, 5). REAM HEATHA A 8 的 直线 的 
方程 。 

18， 求 过 毕 标 原点 和 点 MM (2, 3) 的 直线 的 方程 。 

f. EE OM 与 所 求 的 直线 重合 。 可 利用 直线 的 典型 方 
程 (5 .4) 来 求 这 条 直线 的 方程 。 在 方程 (5 .4) 中 ， 代 
Am=2, n=3, x0= 0, yo= 0, fti 
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ーー を ュー アー iz 
= 5? €? (3x- 2y- 9), 


19. Bn: 1) (7-4, -1)5 22 (5, —4)o 
求 过 坐标 原点 和 已 知 点 的 直线 的 方程 。 
20. 计算 直线 3 x+4 ッ ー24= 0 在 坐标 轴 之 间 的 长 度 。 
解 ， 我 们 先 求 直线 与 坐标 轴 的 交点 的 坐 P. y= 0 ,x= 
8， 则 4 (8, 00, *20, »y-6, WB (0，6) 。 所 
以 线段 4B 的 长 度 等 于 
14 B| =w 64+36 =10, 
21, 计算 直线 4x+ 3 -36y= 0 在 坐标 轴 之 间 的 线段 
的 长 度 。 
22， 在 直线 2x+y-6= 0 上 求 一 点 M， 使 它 到 4 (3， 
5) MB (2, 6) 两 点 间 的 距离 相等 。 
解 ， 设 点 M 的 坐标 为 (Gu, Yu) ， 我 们 可 得 ， 
IMAL =w Cu- 3 +(Yu- 5) >, 
IMB] ^ - (Xy- 2+(Yu- 6) o 
由 于 IMA = [MB], 那么 
Y Tu 8) * O)u- 5)= (Xu 2) (Yu 6) 
将 方程 两 边 平方 并 化 简 ， 得 ; 
Xu— Yu* 3-70, 
由 于 点 M (Xu, yu) 属于 直线 2x+y- 6= 0， 那么 
它 的 坐标 满足 这 个 方程 。 
解 方程 组 
| 3=0, 
2xut Yu 6=0, 
我 们 求 得 zw= 1, YJu= 43 M (1, 42 。 
28, 10 在 直线 x- 2 アー4 = 0 上 求 一 点 ， 使 它 到 点 
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4 (5, - 1) RB (2, - 4) 距离 相等 ， 
2) 在 直线 3x+ 4y+20= 0 上 求 一 点 , 使 它 到 点 
4 (-8, - 3) HB (-5, - 6) 距离 相等 。 


$2. 直线 的 截 距 式 方程 


形式 为 
- + E = 1 (5. 5) 
的 方程 ， 叫 做 直线 的 截 距 式 方程 。 其 中 a 和 46 为 直线 与 OX 
和 OY 轴 的 交点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 。 


24, RAE 7- - メー= 1 。 
解 。 我 们 将 已 知 方程 改写 为 ， 


—X LX a1, 
2 -3 
FÉ, 我 们 有 a = 2, b=- 3, 因而 可 得 点 4 (2, 0) 和 
B(0, - 3), WA, 通过 点 刀 和 如 的 直线 就 是 所 求 的 直线 
《图 54) 。 
25. 求 作 下 列 直 线 ， 


A+ Y 
1) 2 6 15 


M. PES A 
2) 5 4 15 


ニー を ui uq 
3) 3 2 3 
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6 8 
26. 将 直线 的 一 般 方程 3x- 4 ッ + 2 = 0 化 为 截 距 式 
方程 。 ` 
ff. 我 们 可 进行 下 列 变换 ， 
3x-4y=- 23 CAE D equ 
RCM MS Ap 
522 OL 
3 2 


27. WF PE EHE RESO, | 
1) x+y-3=0; 2) 2x+ 3y+1=0; 
3) 2x+ 3y-6=0; 4) 3x-4y*12- 0, 
28， 试 建立 与 OX 轴 交 于 点 (3 ，0 ) ， 而 与 纵 轴 交 于 
A CO, 5) 的 直线 的 方程 。 C 
Bü. 根据 条 件 ， 有 a= 3, 5= 5 。 因 此 ， 所 求 的 方程 为 


Xx P ERES 
一 一 + 一 -一 = 1 。 
3 5 9 


29. .已 知 直线 与 坐标 轴 交 于 下 列 各 点 ，1) A 2, 
0) MB (0, 3); 2) A3, 0) 和 ガ (0,-4)。 
试 建立 直线 的 截 距 式 方 程 。 


ETA A X L3. 
30. 已 知 直 线 ，1 ) s ts l; 2) 12 16 


= 13 3) ETE 1 。 求 这 些 直线 分 别 与 坐标 轴 相 交 
的 两 交点 间 的 线段 长 。 
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mes. 


§ 3。 直线 的 斜 截 式 方程 


形式 为 
オナ オオ / (5.8) 
AA, PIOS CALI RH A E, rho tga， 称 为 直线 的 
SUR, E SCP ISO X RR GE UD, MA ARS OY 轴 
交点 的 纵 坐 标 。 l 
如 果 a= 0, 那么 k= 0 ， 即 直线 平行 于 OX 轴 。 
如 果 c = 90*， 那 么 不 存在 ， 即 季 直 于 OX 轴 的 直线 没 
有 斜率 。 
如 果真 线 通 过 坐标 原点 ， 那 么 在 直线 上 取 一 点 4 《x4， 
ya) , WË 
k=1ga= o i (5,7) 
. Xa 


31, 求 下 列 直线 与 坐标 轴 的 交点 : 
1) y=3x- 6, 

2) y=-2:x+4) 

3) y2-x- 5, 


32. KEAR: y= 3 x; yox ye y= 一 3xo 
解 ， 平 面 上 的 直线 可 由 两 个 点 确定 。 但 对 于 通过 坐标 原 
点 的 直线 ， 一 个 点 〈 坐 标 原点 ) 已 经 知道 。 所 以 ， 只 要 由 直 
线 方 程 再 求 出 一 个 点 ， 那 么 连结 这 个 点 与 坐标 原点 的 直线 就 
是 所 求 的 直线 。 
我 们 要 作 y = 3 x， 可 假设 x= 1 求 得 ッ =3x1=3。 
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那么 连结 点 4 (1, 30 与 坐标 原点 ， 就 得 所 求 的 直线 。 
类 似 地 ， 我 们 作出 其 它 直线 ， 
y= x， 为 连结 点 了 《1 ，1 ) 和 坐标 原点 的 直线 


y x， 为 连结 点 C (1, b 和 坐标 原点 的 直线 ， 


y= - 3x， 为 连结 点 也 (1， uS mA EN ARN 
线 (图 55) 。 
33， 求 作 直 线 ，1) y= 2x3 2) y=-x%3 3) y= 


-is 4) y=- 4% 


34， 求 作 直 线 y= 2 x+ 8。 
解法 工 ， 我 们 先 作 直线 y = 2 x。 再 作 直 线 y=2x+8. 
使 它 平行 于 直线 y = 2x 且 高 出 坐标 原点 8 个 单位 (图 56)。 


图 55 图 56 
解法 工 ， 我 们 先 求 直线 与 坐标 轴 的 交点 。 设 y= 0 , 得 
x=-4, HA (—4, 00 。 再 设 x= 0, 得 y= 8 El 
得 日 0，8)。 通 过 点 4 和 点 召 ， 作 出 所 求 的 直线 《〈 图 56) 。 
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35. REER 10 y=2x+ 15 2) y=3x-45 
3) y=-x+ 23 4) y=- 5x-10, 

36, 计算 下 列 直 组 对 于 OX 轴 的 倾斜 角 :， DO y= x， 
2) y=-x3 3) y= 3x3 A) y=-2x3 5) y=MxXo 

解 , 1) y=x, k=tga= ls a= 45%: 

2) y=-x, k=tga=- l; a=135% 

3) y= 3x, k=tga= 35 a=7134'; 

4) y=-2x, k=tga=-230=180 -63%28' 

-116?34'; 
5) y=mx, k-tgg - m, E m>0, arctgm ; d$ 


m« 0, a=T-arcigm, 
37. HRTIEZRATFO Vt iim fü: 1) y= La 


2) y--473xs 83) v- 5x 4) ys-3»x, 
38. WSEFPFDEZATOXSUSHUI1»-7 x-8 
2)y=-x+1 3)y=0.4lx- 234) y=-2.9x+ 3, 
39. 计算 直线 3 x+ 2y+ 6 = 0 对 于 0Y 姗 的 倾斜 朋 。 
解 ， 我 们 解 关于 y 的 方程 3x+ 2y+6=0, 得 v= 


ー ラ メー 3 ， 由 此 ,= tga= -1.5。 碍 三 角 函 数 玫 求 得 ， 
a= 180° -56%19' = 123"417。 

40. 计算 下 列 直 线 对 于 OX Sn UR fs 

1) 3x+ 5y+20= 0, 2) 29x-10y+10=0, 

41， 如 果 直 线 的 斜率 分 别 为 ， 1) R= 5 2) AR= 一 3。 
试 建 立 通 过 坐标 原点 的 直线 方程。 

B: 为 了 建立 所 求 的 直线 方程 ， 我 们 将 的 数值 代入 方 
程 y=kx 中 。 于 是 得 ，1) y= 5 x 或 5x-y=0， 2)y= 
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ー3x 或 3 ヶ + ッ = 0 。 
42. 如 果 直 线 的 斜率 分 别 为 ， 1 ) k= -1 2) k=4。 


试 建立 通过 坐标 原点 的 直线 的 方程 。 
43. 如 果 直 线 的 斜率 &= - 3 , 面 6= 2 。 试 建立 这 条 直 
线 的 方程 。 


解 。 将 & 和 8 的 值 代 入 方程 (5.6) 中 ,得 y=- 3x+ 2, 
14, BURIED E =Z, Mb MEA 


直线 的 方程 。 
45。 试 建立 通过 坐标 原点 且 与 OX 轴 组 成 下 列 角 的 直线 


的 方程 ，1) 0, 2) 30% 2 a. 4 )120*; 


5)arctg (- 3). 
|. 1) k=tg0=0, y- 0, WOXSPMNJ S, 


2) k- tg30"= VŠ, Es € 3 x- 3y=0; 


3) k=tg K =13 y=xMx-y=05 


4) k=1g120°=tg(180°-60°)= — tg60° = -V35 
ys-v8x Ev 3x+y=0; 

5) k=1glarctg(-3))= -3; y=-—3xBk3x+y=0, 

46. 试 建立 通过 坐标 原点 且 与 OX 轴 组 成 下 列 角 的 直线 


m 
的 方程 12 60, 2) Er mU 3) 135% 4) arctg3; 


5) arctg (7-50, 
47, G5 = 3 BHASOXSIBIA: 1) a=45% 
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2) a4=120% 3) xc=aretg3。 求 这 些 直 线 的 方程 。 
48. 己 知 6= - 2, 直线 与 OX 轴 的 夹 角 为 : 1 a = 30°， 
2) a=135% 3) a=arctg 2。 求 这 些 直 线 的 方程 。 
49. 求 通 过 坐标 原点 和 点 4(- 2, ) 的 直线 芍 方程 。 
解 ， 为 了 求 通过 坐标 原点 的 直线 的 方程 ， 需 要 知道 。 


h 值 可 由 关系 式 《 5.7) ORAS ko s -i Hk URA 


方程 y = Az, 得 y= -a3 x+ 2y=0, 
也 可 以 这 样 来 计算 A， 用 点 4 (2, 3) 的 坐标 来 代 


” 换 方 程 y = hx 中 的 变量 x 和 y， 则 有 3 = (~ 2 ) 。 由 此 得 


-3 

2° i 
50， 求 通过 坐标 原点 且 分 别 通过 ，1 ) 4(3, 6); 2) 
4 (1, -5) 的 直线 的 方程 。 


k= 


51. EA ORAR ET, A 
.4 到 坐标 原点 的 距离 等 于 10 个 单位 长 ， 计 算 点 4 的 坐标 。 
解 ， 由 关系 式 《 5.7 ) AZE, By, RB OAN 


FAUT x48 y210, 解 方程 组 

Ye 

Xa 4? 

V xat y =0。 

TRA (x= 8, ya= 6) R lx 8, ya 
- 6), HE ARAFO A RIBA (8, BORO- 8, 
~6) 。 
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52, 1) BA LAMER RER EFS 个 单位 长 。 


过 坐标 原点 和 点 PESCA IRI T- T, RA PNE. 
2) 選 知 短 形 的 林 功 分 下流 “的 正方 向上 。 知 形 


的 对 角 线 长 为 20 个 单位 长 度 ， 对 角 级 的 斜率 等 于 并， 求 矩 形 


的 顶点 的 坐标 。 

53， 已 知 一 条 直线 过 点 (3 , 4) ， 它 在 OY SR ERU 
距 b= 2 ， 求 这 条 直线 的 方程 。 

解 ， 为 了 求 这 条 直线 的 方程 ， 需 要 知道 & 。 用 已 知 点 的 
坐标 代 换 方程 (5.6 ) 中 的 变量 x 和 y， 并 代入 2 的 值 ， 我 们 


4514-13 + 2 。 由 此 ，A= ER, RIE 


A: y= x. 2, 

54， 求 通过 点 (-5，- 20 , R75OY $h E B0 3 
b= -12 的 直线 的 方程 。 

55， 求 通过 点 (2 ，6 )， 且 与 OX 轴 组 成 的 角 为 arctg 5 
的 直线 的 方程 。 

解 ， 为 了 求 直线 的 方程 , 必须 先 计 算 & 和 5。 我 们 求 得 斜 
ESR=tglarcig5) = 5。 将 已 知 点 的 华 标 和 求 得 的 & 值 代 
入 方程 (5.6) ,得 6 = 5 x 2 t b, HE, 5 一 4。 因 而 ， 
所 求 的 方程 为 v= 5 x 一 4。 

56， 根 据 下 列 条 件 建 立 直线 的 方程 ，1 ) 直线 通过 点 

(5. - 70 ， 且 与 OA% 轴 组 成 的 角 为 arctg\- 2) 2) 
直线 通过 点 C 1，- 4 ) ， 且 与 0 不 轴 组 成 的 认为 135"。 
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$4. 直线 的 点 斜 式 方程 


通过 己 知 点 .1( xu. va 》 且 有 确定 方向 的 直线 的 方程 ， 
HA 
Yy-7va*kR(Óx-xj, (5.8) 
XCHA-iga. MERA, 
方 程 て 5.8 RAWE- - 东 直 线 的 为 程 ， 即 通过 平面 上 
同 -- 点 4 € xa. yíO 的 所 有 直线 的 集合 。 我 们 发 现 ， 在 通 
过 点 4 的 所 有 直线 中 ,只 有 一 条 直线 冬 直 于 OX 轴 。 它 的 方程 
不能 用 方 程 (5.8) 的 形式 表示 , 宅 的 方 程 具有 形式 xo x4。 


57. RÚA 4(5 - 10, HABRA = 3 的 直线 的 方 
M ARERR, RITA x= 5, ya=-1, を = 3。 
将 这 些 值 代入 方程 (5,8) m, W 
y+1=3 (x-5), 或 3x-y-16=0。 
58， 求 满足 下 列 条 件 的 直线 方程 : 1 ) 直线 通 过 点 ( -1， 
-1) HARA= 1; 2) HREH (2, 0) HB 
Hh--2, 
50, HULE, -20 RLI3O X 轴 的 交角 为 arctg 2 的 
直线 的 方程 。 
"t. RULOS 条 件 ，x4 = 一 3 ，y4= ~ 2 。 我 们 求 得 
k=tg (arctg2) = 2。 将 这 些 值 代入 方程 (5, 8) 得 : 
yr2=2 (x+ 3), 或 2x-y+t+ 4=0。 
60， 求 注 足 下 列 条 件 的 直线 方程 : 
1) 直线 通过 点 (1 ，- 5) 且 与 OA 轴 组 成 的 角 为 
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arctg (— 3); 
2) 通过 点 (2, 3) 且 与 OX 轴 和 组 成 15° 角 ， 
3) 通过 点 (0 ，5 ) 且 与 OX 轴 组 成 135° 角 。 


$5。 直线 的 两 点 式 方程 


形式 为 
y- yan E Cx- x4) (5,9) 
的 方程 为 通过 两 个 已 知 点 4( xa, ya) WB (xes ya? 3 
直线 的 方程 。 
过 点 4 和 B 的 直线 的 斜率 ， 可 由 下 式 求 得 : 
ka= PI, (5.10) 
XBT XA 


6), 求 通过 点 4 (2, - 3) MB C- 1, 4) 的 直线 
的 方程 。 

解 ， 根 据 已 知 条 件 ， 我 们 有 x4= 2 ，xs= - 1, ya= 
-3, ys= 4 。 将 这 些 值 代 入 方程 (5.9) , He 

yes 2 (z- 2) ,或 7z+3y-5=0。 

62， 求 通过 下 列 两 点 的 直线 的 方程 ,1 4 (1, - D 
MB (-2,-2)5 2) A4(3, 0) 和 B(0，4)。 

63. 已 知 三 角形 的 顶点 为 1) 47-3, -2), 
B(1,5) 和 C (8, -4); 2 4(-1,-3), 
B (3, 5) 和 各 C.4，0)。 求 三 角形 各 边 的 方程 。 

64. 1) 已 知 三 角形 的 顶点 为 4(-3。 4), 
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B(-4,-3) 和 C(8 , 1) 。 试 建立 中 线 .4 万 的 方程 。 

2) 已 知 三 角形 的 顶点 为 ， 4(2。 5),Bt- 6,— 4D 
MC (6，- 3) 。 求 中 线 BD 的 方程 。 

65. 求 通过 点 4(2 ，3 ) 和 B(- 3，1) 的 直线 对 于 
OX ino Bi £34f 

解 ， 由 已 知 条 件 , 我 们 有 x4= 2, x0=- 3, ya= 3 
和 ya = 1o ERAR (5.10) ， 求 得 ， 

a REM A. 
内 此 得 a = arctg0.4=21"48'。 

66，、 己 知 直线 通过 两 点 ，1 ) 4-3, -3) 和 BC2, 
1); 2) A (3, 1) 9B (4，- 2)。 求 直线 在 OX 
轴 上 的 倾斜 角 。 

67， 己 知 直线 通 讨 点 AR, 25 和 8- 3， 80, X 
坐标 轴 被 这 条 直线 截 得 的 线段 的 长 。 

解 将 点 4 (6, 20 HB (- 3, 8) 的 坐标 代入 方 
EGS), 


= 0.4。 


アー 2 ュー ョ ー 6 (x~ 6)。 


我 们 将 这 个 方程 化 为 直线 的 截 距 式 方 程 ， 


ッ ー 23 6), y 2 Gal, 


"x 

2 y 

- を テキ マニ ここ こっ == 
gu M ER y ls 


€ 
PE a= 9,6=6。 
68. 1) 已 知 直 线 通 过 点 A (- 1, -6) HB (7, 
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c. 
” 9 


2), KMATAARRO S SERIO 轴 上 的 线段 的 长 ， 

2) 作 直 线 运 动 的 点 通过 点 4(12，- 1) WB, 
2 )。 求 这 个 动 点 在 怎样 的 点 穿 过 OF 轴 。 

89， 通过 点 (~ 5, 10 的 直线 在 OY Bh EAE GARS 
= 6 。 求 这 条 直线 的 方程 。 

解 , 所 求 的 直线 与 OY 轴 交 于 点 (0 ，6 )。 将 点 4(- 5, 
1) MBO, 6) 的 坐标 代入 方程 (5.9) , 得 所 求 的 方 
FE: 

ター1 = で る 

70. 1) 已 知 直线 过 点 (一 4 ，-'1》〉 且 与 OF 轴 交 于 
.点 (0 ，3) ， 试 建立 这 条 直线 的 方程 。 

2) 已 知 直线 过 点 (- 2 ，4 ) 且 在 OV LRR 
Bta- 2 ， 求 这 条 直线 的 方程 。 


(x+ 5),, 或 x-y+ 6=0。 


$6. 两 条 直线 的 交点 


如 果 给 条 相交 家 线 Aix+ Biy+Ci= 0 P ax 
+ Bzy+Cs= 0 。 那 么 ， 为 了 计算 它们 的 交点 的 坐标 ， 只 锋 
e a a 


71. RER3x- 4 y+11=0HMx- y- 7 ORB 交点 。 
解 ， 解 方程 组 
(3Bx-¿y+ll=0, 
váxoy=7=0, 
得 x= 3， y= 5。 所 以 ， 这 两 条 直线 的 交点 为 (3，5 )。 
72， 求 两 条 直线 的 交点 ， 
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1) y= 3x 和 x+y+4=0, 

2) x-2y-8=0Mx+y-2=0, 

73. 已 知 三 角形 三 边 的 方程 为 x+ 3y-3=0,3x-. 
11 ッ ー29= 0 fü 3x—y 112 0。 求 这 个 三 角形 的 顶点 。 

解 ， 为 了 计算 三 角形 三 个 顶点 的 坐标 ， 需 要 解 三 个 方程 
组 ， 

人 e dec 

3x-11y-29- 0; Bx-y+1=0; 

Ta qi 

x+3y-3=05 

解 第 一 个 方程 组 得 ，x= 6, y=- 1 ; 解 第 二 个 方程 组 
得 x%= 一 5，y= 一 4， 解 第 三 个 方程 组 得 x= -3，y=2。 
所 以 ， 三 角形 的 三 个 顶点 为 : (6，- 1) ，(-5，-4)， 
(-3，2) 。 

74， 己 知 三 角形 三 边 的 方程 为 ，1 ) 4x+3y+20=0, 
6x-7y-16- 0 Mx- 5 y+5=032 7x+ 3 y-25=0, 
2x- 7 y-15= 0 和 9x- 4y+15=0。 求 三 角形 各 顶点 的 坐 
标 。 

75. REHTFME a= (4，3)， 且 过 直线 x+lly 
-27= 0 M6 x- 7y-16= 0 的 交点 的 直线 方程 。 

ff. 我们 先 求 已 知 直线 的 交点 : 

に 2 REE 

6x-7 ッ ー16=0 

再 求 向 量 m = (4，- 3) 和 MM = (x- 5, y - 2) 的 : 
坐标 形式 的 乘积 并 进行 化 简 ， 就 得 所 求 的 方程 ; 

nMM= (4, - 3Mx-5, y- 2) =0 
<> 4 (x- 5)- 3(y- 2) =0 


E>(x=5, y=2% Mi(5,2)o 
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<=4x-3y-14=0, 

76. 已 知 向 量 和 直线 ， 1)n= (-3, 2), 2x+ 
3y-17-0, x+y-6=03 2) n-(-4,- 5),3x+ 
y-10=0，2x+y-6=0。 求 垂直 于 已 知 向 量 且 过 两 直 
线 交 点 的 直线 的 方程 。 


$7. 两 条 直线 间 的 角 


给 出 一 般 式 方程 A1x + Biy + Ci=0 和 如 x+ Bay + C = 
0 UP ACHAIA O A 
AA: + BB; 
co イエ BE v Ap BOT 
LAIA AR y = hix+b1 和 y= kixt da M8) SE 
角 可 按照 下 面 的 公式 计算 ， 


-ap R 
tg の = 1 +hokhi ° (5.12) 


(5.1D 


x7X1_ ツー ツ ョ KENE ツー ツ z 


给 出 典型 方程 ーーー に 和 ーー ニー ター 
的 页 条 直线 间 的 夹 角 可 按照 下 而 的 公式 计算 ， 


d VE 6.19 

公式 (5.11) 一 (5,19 确定 了 两 条 已 知 直线 间 的 两 个 
和 角 《 锐 角 和 钝 角 〉 中 的 一 个 角 的 三 角 肖 数值 。 为 了 求 两 条 直 
线 交 成 的 锐角 ， 应 在 这 几 个 公式 的 右边 取 绝 对 值 。 


cos? = 


77. 求 直线 y = 5 x 和 y = 2 x 交 成 的 锐角 〈 图 57)。 
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解 ， 已 知 直线 的 斜率 等 于 5 和 2 。 
按照 公式 (5.12) ， 且 右边 取 绝 对 值 ， 


Pe 2a A 

f= 11+2x58 1 1 
- 0.2727; 

9 -15?15', 


78. 求 两 条 直线 交 成 的 锐角 ， 
1) y= 3 x 和 y= - x; 


2) 2x-3y+6=0 和 3x-y 图 57 
-3=0;5 
x aco. x ツー 
3) E le 
79, RKRHXR5x-12y-16= 0 和 83xt 4 y- [onde 
成 的 锐角 。 
解 ， 按照 公式 (5. 11) , WDR. 
5xX3-12xX4 33_ 
cos? = EIA 42 1 65? 


33. 59099! 
P=arccos 65 5929", 
80， 求 直线 3 x+ 4y-12= 0 Mll5x- 8 y-45= 0% 
成 的 锐角 。 


O AI T agus 
^. 
解 ， 根 据 公式 C5.13 ， 我 们 求 得 ; 
-24x 8 + 7 X15 87 


eo?- | Igir TE e v 82+ 152 | 425! 
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87 , 
= Os—- "78110 
の =arTec 5125 


82. RARA = 和 UP AA 


角 。 

83. 已 知 三 角形 各 边 的 方程 为 : 

1) 7x+4y+9=0,x-8y+27=0 和 2x-v-6= 10; 

2) 6x-y+13=0,3x+7y-1=0 H3x-8y-31=0; 

3) 3x-2y-1=0,5x+4y-31=0Mlx- 8y-15=0, 
求 各 三 角形 的 三 个 内 角 。 

84. 求 两 条 直线 交 成 的 锐角 : 

1) 一 条 直线 过 A1(4 ，2) 和 BP4( 1 ，~ 7) WA, 
另 一 条 直线 过 A2z( 1, 3) 和 Bs 8 ，6 ) 两 点 ; 

) -一 条 直线 过 A1( 一 86，7) 和 Bi(2，,，-5) 两 点 ， 

另 一 条 直线 过 A2( 一 5，2) mACL, 1) Mio 

85, RABLIERMO 2 ，- 1 ) 汐 两 条 直线 交 成 的 锐 
角 ， 其 中 一 条 直线 过 点 4(3 ，3)》 、 潭 另 一 条 直线 过 点 
B(3,-2). 

86. 已 知 三 角形 的 顶点 为 4(- 6, - 1), 815,6) 
$0C(2, 1) ， 求 这 个 三 角形 的 内 角 。 

解 mee 个 三 角形 务 边 的 余 池 : 


hac= ELS 1-8 ¿a 

Xc- Xp 2-4 2^ 
heus アタ 4 ォ ー ツ c n lE. sod 

4 Xa xe pa Ed s 
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于 是 ， 三 角形 的 内 角 为 ， 


人 
po Rank 10 4 。 
A Bea aib A 0.383; 
e | Esskes ES i 0.38 
10 4 
4 =20°57'; 
5 7 
Rack 2 10 
B=- Fic BaB se id E 
18 1 +Asckan E 0.6515 
2 10 
B-33?12'; 
5 1 
ksc-k Z 4 
Ca - e "04 2. *.. 21.3846 
tg 1 + hechos ví 5.1 " 84 > 
2 4 
C = 54°10’, 


将 求 得 的 角 相 加 ， 得 
20^57' + 33*12' +54*10" 
-108?19', 

. 三 角形 的 内 角 和 小 于 
180?， 是 因为 算出 的 角 中 有 一 
个 角 不 是 内 角 ， 而 是 与 它 相 邻 
的 外 角 。 从 作出 的 三 角形 可 以 
看 出 , 角 C 是 钝 角 ( 图 58), 它 等 
T180?- 54%10' = 125*50' . 3X 图 58 
样 ,三 角形 的 内 角 和 为 : 20°57’ + 337 12' + 125*50' = 179?59" 
(计算 误差 为 1 ) 。 

如 果 不 作出 三 角形 ， 也 容易 证 明 给 定 的 三 角形 中 有 一 个 
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A(-6,-1) 


AARAA. RAT AER 
AB=Y (-6-4+ (71-6) = ソ 149 5 


BC= (4- 2)3+(6- 1) = ンジ 29; 
AC=Y (-6-2))t(-1-1) =v 68, 
显然 ， 如 果 三 角形 的 长 边 的 平方 大 于 另 两 边 的 平方 和 ， 
那么 这 个 三 角形 为 钝 角 三 角形 。 由 于 4B82>DC2+4C2， 那 
么 边 4 妃 所 对 的 角 为 钝 角 。 

87. 已 知 三 角形 的 顶点 为 ， 1) 4(-6，- 3), 
B(6, 7) 和 C(2，- )) 5, 2) 4(0，4)， 

Bl4, -2) MC(-4, -2) 。 求 三 角形 的 内 角 。 

88. 已 知 三 角形 的 顶点 为 4(6 ，8〉，B(2，-4) 和 
C(- 6 , 4) 。 求 三 角形 的 边 4B8 与 由 项 点 4 引 的 中 线 闻 
的 夹 角 。 

89. 已 知 三 角形 的 顶点 为 AC 2, 2), B6, HA 
C(2, - 6) 。 求 边 4C 与 由 顶点 4 引 的 中 线 间 的 夹 角 。 

90. 求 两 直线 所 夹 的 锐角 : 

1) 直线 3x+ 2y+4= 0 和 过 点 4 (4, 3) M B2, 
- 2) 的 直线 ; 

2) 直线 x+27- 4 = 0 和 过 点 AC, 50R BC-4, 
3) 的 直线 

3) 过 点 4(- 1，- 3) MBG, 1) 的 直线 与 直线 
2x+y+8=00 

91. 过 坐标 原点 引 两 条 直线 ,它们 将 直线 x+37- 9 70 
与 坐标 轴 两 交点 间 的 线段 ， 由 OX 轴 的 交点 到 OY 轴 By dE 
点 分 成 的 线段 比 为 1:3:2。 求 这 两 条 直线 交 成 的 锐角 。 

92. 直线 x + 2y- 6 = 0 与 坐标 轴 相 交 。 两 个 交点 间 
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的 线段 被 过 点 M CA, 3) 的 两 条 直线 分 成 三 部 分 ， 由 OX 
轴 的 交点 到 OF 轴 的 交点 之 间 三 部 分 的 比 为 3:1:2 。 求 过 点 
对 和 分 点 的 两 条 直线 交 成 的 锐角 。 

93. 直线 3 x+ 2y-18= 0 Ag Sl 相 交 于 两 点 ， 这 
两 点 之 间 的 线段 被 过 点 C (8, 7) 的 两 条 直线 分 成 三 等 
分 。 求 过 点 C 的 两 条 直线 交 成 的 锐角 。 

94. 直线 2x+y+10= 0 与 坐标 轴 相交 于 两 点 ， 这 两 
点 之 闻 的 线段 被 过 点 MWH (C 6 ，- 8 ) 的 两 条 直线 由 与 OX 
轴 的 交点 到 与 OY 轴 的 交点 分 成 的 三 线段 的 比 为 1:2:2 。 求 
过 点 到 的 两 条 直线 交 成 的 锐角 。 

95， 求 过 点 4 (2, 3) 且 与 直线 2x-y- 1=0 交 


成 角 arctg 1 的 直线 的 方程 。 


解 , 显然 ， 本 题 有 两 解 。 因 为 在 公式 《5,12) H, B4 
直线 的 斜率 可 以 等 于 hk, 和 hs 。 


k2—2 
1) khi= 25 tg rdg. 》 或 3 h- o 
3 712A; 714245 


MSHE, ho=- 2 。 因 此 ， E 
y-3=-2 (x-2), K2x+y-7=0, 
" 4、 2-h di 
2) ka= 2; tg (arcte 7) = rep HIE ki= AU, 
我 们 有 
ッ ー3 = て (x- 2) , 或 2y-11y+29=0。 


96. R EAT REDERE 5 BECAS 
交点 : 
1) 过 点 2, 5) 且 与 直线 3x-y+4 =0 交 成 
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角 arctg ba 
2 ) xU ERR ELS Ax y+ 1 = 0 ERAS ff, 


97， 通 过 坐标 原点 的 两 条 直线 的 夹 角 为 arctg d EI 
的 斜率 比 等 于 o RUIA HRIH 
98， 通 过 坐标 原点 的 两 条 直线 的 夹 角 为 aretg 十， 它们 


BEREA 2。 求 这 两 条 直线 的 方程 。 


99， 已 知 三 角形 的 顶点 为 4(2，~ 1), BC- 7,3 
AC (- 1, 5) ， 求 角 C 的 平分 线 的 方程 。 | 

解 ， 我 们 先 求 角 C 的 平分 线 与 边 AB 的 交点 村。 显然 
三 角形 的 角 平 分 线 分 对 边 戌 两 部 分 与 两 邻 边 成 比例 。 因 此 ， 
4= BM:MA=CB:CA。 由 于 


CB=V(-1+7)+(-5—-3)=10, 
CA=yY(-1-2)P+(-5+1)=5, 
那么 1 = 了 = 2。 


下 面 我 们 来 计算 点 杂 的 坐标 ， 


-7+2x2_ 1 SE SCA i 
XM 1*2 9 Ym 142 3" 
(= 1，1) 。 

2 
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ACA AURA EA, 2D fü C EAE AAA 
Ov Hh: x=- liix+ 1 =0。 

100. 三 角形 的 三 个 顶点 为 A 6, -2, BU, 8) 和 
C(2，-10) 。 求 角 4 的 平分 线 的 方程 。 


$8. 两 条 直线 平行 的 条件 


出 直线 方程 的 一 般 式 れ ヶ + お 」 ッ +C ュ = 0 HM42x + Bıy + 
C;- 0 确定 的 两 条 直线 平行 的 条 件 为 
LEA 
P Bi? 

CET BUR BUR = ix t bi RI y= kax t be Pi? 
BRITA 


Ro E Ra o 


1 


E: 」 
条 直线 平行 的 条 件 为 


101. 检验 下 列 直线 是 否 互 相 平行 ， 
1) 2x-3y+4=0 和 10x-15y-7=0, 
2)25x-20y-8- 05:05 xt 4y* 4-01 
3) y=-2x+8My=-2x+15 
4) y=3x+ 4My=- 3x+ 20 


102, 当 参 数 a 为 怎样 的 值 时 ， 直 线 “了 了 = iiy 
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之 + 6 -一 2 互相 平行 ? 
4 a 
103. 求 过 点 M (-2, 4) 县 平行 于 直线 2x-3y 


+6= 0 的 直线 的 方程 (图 59》。 
解 :将 已 知 方程 写 为 y= 也 x+ 2 ， 我 们 求 得 它 的 斜率 


= 全 。 由 于 已 知 直线 和 所 求 的 直线 平行 ， 那 么 它们 的 斜率 


WS, Hoo 又。 由 于 所 求 的 直线 过 点 M(- 2，4)， 并 
且 它 的 斜率 名 = Z, 所 以 它 的 方程 可 以 写 为 
ッ ー 4 = 三 (t 2) ,或 2x- 3y+16=0。 


104. 求 下 列 直线 的 方程 : 
1》 过 点 4( -3，2) 且 平行 于 直线 5x -3y +21=05 
2 ) 过 点 4( 1， 人 ) 且 平行 于 直线 - 子 -+- 当 -= 1 。 
105. 求 下 列 直线 的 方 
程 ; 
1) 过 点 MO(-3，-1) 
且 平 行 于 直线 4B， 这 里 有 
A(-2, 60820(3,-1»5, 
2) HER (1, -4) H 
平行 于 过 点 4(- 3，1)》 和 
图 59 B«8, 2) 的 直线 。 
106. 求 下 列 直线 的 方程 : 


NN 


1 ) 过 直线 x+y-4=0 和 yx-y= 0 的 交点 ， 且 平行 
于 直线 x-4y+4=05 

2) HERA 学 = IA LS 1 的 交点 ， 且 平行 于 
直线 x-2y-6=0。 


$9. 两 条 直线 垂直 的 条 件 


给 出 了 一 般 式 方程 4ix+Biy+Ci= 0 W Axt Bay 
+Cs= 0 的 两 条 直线 互相 垂直 的 条 件 为 
4145 + B1B, = 0。 
给 出 了 斜率 的 两 条 直线 y= kix + bid ym kax t bs HE 
垂直 的 条 件 为 


ha = - 或 harhi= ~1。 


给 出 了 典型 方程 “= 之 1 和 二 %2 I Y 
Mi fii ms na 
AERE GR COS Ae HER 


mamo + nin = 0, 


107. 检验 下 列 直 线 是 否 互相 垂直 ， 
1) 3x-4y+12=0M4x+3y-6=05 
2) 43+5y-8=0HM3x-2y+4=05 


CIT ES PLA 
3) 3 g "^3 -2' 
XXi X TEE 2 アー ツタ 
pa cU 5? 
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108. 当 A 为 何 值 时 ， 直 线 y= 5x4 My=kx- 25 
HEH? 

109. 求 过 点 M(2，3) 且 垂 直 于 直线 5x - 4y -20= 0 
的 直线 的 方程 〈 图 60》 。 


Wa BRUNA, MAMARIA AA - 


一 亏 。 因 而 ， 所 求 的 直线 的 方程 为 


y- 3 =ー を (メー 2), 或 {x + 5y -23=0。 


110、 求 下 列 直 线 的 方 
程 ; 

1)》 过 点 WM(4，-3) 
HE ET EAS x-2y-10- 
0; 

2) 过 点 4f(-4，1) 且 垂 


直 于 直线 了 -之 = 1， 
3 6 


3) XL" s UR ELSE ECT 
图 60 直线 2x+ 3y-12= 0。 
HI. 求 过 点 《2 ，4 ) ， 且 垂直 于 直线 MA 的 直线 ， 
这 里 有 M(- 2，6) 和 YVv(3，-3) 。 
12, 一 条 直线 过 点 (- 4，1) H (2, -5), B 
一 条 直线 过 它 与 OY 轴 的 交点 且 垂直 于 已 知 直线 。 求 这 两 条 
直线 的 方程 。 
| H3. 已 知 一 条 直线 与 OX 轴 相交 于 点 (2, 0), 5 
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OY 轴 相 交 于 点 (0 ，- 60. RUMBA BS DARE 
直 的 直线 的 方程 。 

114. 求 过 直线 x+ 2y+4=0M3x-y-9=04 
交点 且 与 直线 v+y- 7 = 0 垂直 的 直线 的 方程 。 

115. 一 条 直线 过 直线 x+y-5=0 和 x-y+3=( 
HZA., MARTA (- 2，0) 和 (0，- 3) WË 
线 。 求 这 条 直线 的 方程 。 

116. 一 条 直线 垂直 于 线段 AB, HIER, WR 
有 ，1) 4(-2, 1), B(4, 4); 2) A(-1, 4), 
B(3, - 2) 。 求 这 条 直线 的 方程 。” 

117. 一 条 直线 过 直线 3x- 7y+21= 0 上 的 在 两 坐 
标 轴 之 间 的 线段 的 中 点 ， 而 且 科 直 于 这 条 线 假 。 求 这 条 直线 
的 方程 。 

118. 已 知 三 角形 的 顶点 为 ， 1) A(-4, 2), 
B(6, 5) RICCI, -4); 2) 4(2, - 3), BUT, 
2) HMC (-8. -225 3) A4., 2), B(6, -5) 和 
CG-5，4)。 求 三 角形 高 线 的 方程 。 

119. 求 三 角形 的 高 线 的 方程 ， 如 果 三 角形 的 边 的 方程 
H: 1) ltx+2y-21=0，8x-3y+7=0 和 3x+5y 
+21= 03 2) 2x-y+5=0, x+y-5=0Mx-2y 
-5=0;3 3) 3x-10y+28=0, 5x+4 y+26=0 和 
4x-3y-4=0, 

120. REMC6, 80 HERA + 3 y + 2 = 0 的 距 
高 。 

Wt. AMA C ERTA ET pro M f m EAE 
BABES (Quei) o RULIDEREEXE ACE EN RAT 
与 己 知 直线 的 交点 。 


crm 
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BEA AB 的 斜率 为 Aip = I 那么 与 已 知 直 线 垂 
直 的 直线 的 斜率 为 hwn = esie. B, ERINE 
为 ， 


y-8 =a- 6), 或 3x-4y+14=0。 


图 61 图 62 
为 了 求 点 V 的 坐标 ， 我 们 来 解 方程 组 ; 
NN 
3x-4y+14=80)5 
由 此 得 N (-2, 2) 。 
所 求 的 距离 为 : 
MN 24/(6 + 2).+(8 - 2) =10。 
121. oRTF 列 距 离 ，1) 由 点 7(-2, 45 MA 
4x-8y-5-0, 2) 由 点 (4，6) 到 直线 3x+4y 
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+14=0, 
122. 求 两 条 平行 直线 4 x+3y- 8=0(4B) 和 4x 
+3y-33=0 (CD) 之 间 的 距离 (图 62) 。 
R: 过 一 条 直线 上 的 任意 一 点 作 算 线 同 另 一 条 直线 相交 
计算 交点 的 坐标 ， 求 出 这 两 点 之 间 的 距离 。 


à 


HA AB HEROS hn = EL DEA (2 , 00 EX 


于 直线 48 的 直线 AM WRR Akau 一 reds TX. E 
LIRA 
y-0 = (5-2), H3x-4y-6-0, 


解 由 直线 C 和 4M 组 成 的 方程 组 ， 求 得 垂 线 4M 同 直 
RCD 的 交点 : 
pe 3y-33=0, 
3x-4y-6=0; M (6, 3), 
最 后 我 们 求 得 点 4 和 点 之 间 的 距离 ， 
AM= (2— 6)2+(0- 3) =5。 
123. 求 两 条 平行 线 之 间 的 距离 
1) 4x+ 3 y+33= 0M4x+3y-17=0;5 
2) 12x -* 5 y-101=0M12x+ 5 y+68=0, 


$10. 综合 H 


124. Ak WEH, HR y= kx + 9 WIER x-y 
+5=0 和 x+27y+2=0 的 交点 ? 
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125, 过 点 (2 ，5 ) 的 直线 同 OX 轴 交 成 的 角 等 于 
arctg 3 。 在 这 条 直线 上 求 模 华 标 为 - 2 的 点 。 

126. 直线 x +2y 一 4 = 0 夹 在 两 坐标 胃 之 闻 的 线段 ， 
被 通过 坐标 原点 的 两 条 直线 分 成 三 段 的 比 为 1:2:1 。 求 这 两 
条 直线 的 方程 。 


127. FAQ elc 工 夹 在 两 坐标 轴 之 间 的 线段 被 通过 


坐标 原点 的 两 条 直线 分 成 三 等 分 。 求 这 两 条 直线 的 方程 。 

128. 已 知 三 角形 三 边 的 方程 为 ，6 x-5y+ 8=0， 
4x+y 一 38 和 x- 3y- 3=0。 求 这 个 三 角形 三 条 中 线 的 
方程 。 

129. 已 知 三 角形 三 边 的 方 EA: 4z-5 ッ +22= 0, 
5x-2y+2=0 和 wx+3y+14= 0。 求 过 三 角形 中 线 的 
交点 和 点 (1, - 3) 的 直线 的 方程 。 

130. 在 直线 2 x+ 3 y-18= 0 上 求 一 点 ， 使 它 到 OY. 
AIRES H8) OX 轴 长 2 fi. 

131. 已 知 一 条 过 坐标 原点 的 直线 与 OX 轴 交 成 的 角 是 
直线 y= 0.2x 与 OX 轴 交 成 的 角 的 2 倍 。 求 这 条 直线 的 方 
程 。 

132. 一 条 过 点 《8 ，5 ) 的 直线 与 OX 轴 的 夹 角 为 直 
銭 ヶ - 4 ッ + 4 = 0 与 OX 办 的 夹 角 的 2 售 。 求 这 条 直线 的 方 
程 。 

133, 求 过 点 7, 80 且 与 直线 3x-5y DS 
交 成 45° 角 的 直线 的 方程 。 

134. 求 过 直线 5x- 4 y-20= 0 同 两 坐标 轴 的 交点 ， 
且 垂 直 于 这 条 直线 的 两 条 垂 线 的 方程 。 

135。 已 知 三 角形 的 顶点 为 ，4(- 5, -2), BG, 6) 
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HMC (5, - 3 ) , XR: 1) MAB 的 方程 ，2) 由 顶点 4 
引 的 中 线 的 方程 ，3 ) 由 顶点 C 引 的 高 线 的 方程 :4 ) f8B8 
MAC, 5) 这 个 三 角形 的 重心 。 

136. 已 知 两 条 平行 直线 x- y -7=0Mlx- y+3=0, 
求 平 行 于 这 两 条 平行 线 ， 且 将 这 两 条 平行 线 何 的 距离 分 为 
3:2 的 直线 的 方程 (由 纵 坐 标 较 小 的 点 到 纵 坐 标 较 大 的 点)。 

137, 已 知 一 条 直线 过 点 4 C-4, 2» 和 BC8, 4)。 E 
将 4B (由 4 到 B) 分 为 3:4 AERAR, RE 
线 的 方程 。 . 

138. 已 知 菱形 的 两 条 边 的 方程 为 3x-10y £375 0 
和 9x+2 ッ ー17= 0 。 尧 形 的 一 条 对 角 线 的 方程 为 3x 
-2y-19- 0 。 求 凌 形 的 另外 两 条 边 及 另 一 条 对 角 线 的 方 
程 。 

139. 已 知 平行 四 边 形 的 两 RA 的 方程 为 3x%- 2y 
+12=0 和 x- 3y+11= 0， 对 角 线 的 交点 为 (2，2)。 
求 平行 四 边 形 另 两 条 边 及 两 条 对 和 角 线 的 方程 。 

140. 由 平行 四 边 形 的 一 个 顶点 出 发 的 两 条 边 的 方程 为 
5x-3y+28= 0M x- 3y-4=0, 与 这 个 项 点 相对 的 顶 
虚 的 坐标 为 《10，6 ) 。 求 平行 四 边 形 另 两 条 边 及 两 条 对 角 
RIRE 

141. 正方 形 的 两 个 相对 顶点 为 4(-1, DRICCS, 
8) 。 求 这 个 正方 形 的 边 及 对 角 线 的 方程 。 

12. 一 个 等 腰 直 角 三 角形 的 斜 边 的 方程 为 x-2y- 3 

0 ， 直 角 顶 点 为 C(1 6 )。 求 直角 边 的 方程 。 

143. 由 点 4(3，10) 射出 的 光线 ， 射 到 直线 2x+y 
~ 6 = 0 上 发 生 反 和 对 。 反 射线 通过 点 妃 (7，2)。 求 入 射 
如 和 反射 线 的 方程 。 
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小 测 验 


第 一 组 第 二 组 
已 知 三 角形 的 顶点 为 ， 已 知 三 角形 的 项 点 为 ,4( 一 8， 
Á(-7,3), B(2, —1) RCC 1,|-2), BO. 10) 和 CK4，4)， 求 ， 


一 5)， 求 ， D 平行 于 边 AC 的 直线 BN 
D 平行 于 边 BC 的 直线 4MI 的 方程 ， 
的 方程 2 中 线 CD 的 方程 ， 
2) 中线 4D 的 方 程 ; 3) 高 线 4E 的 方程 ， 
3) ”高 线 BF 的 方程 ， 4) $4B, 
4) faBs 5) 三 角形 的 重心 。 


D 角 平分 线 CN 的 方程 。 | 
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第 六 章 平面 上 点 的 集合 、 二 次 曲线 


$1. 平面 上 点 的 集合 


平面 上 关于 变量 x 和 y 的 方程 对 应 于 某 一 条 线 ， 是 dE 
标 适合 这 个 方程 的 点 集 ， 相反 地 ， 与 变量 x 和 y 的 方程 相対 
应 的 点 集 ， 是 平面 上 的 一 条 线 。 

由 已 知 条 件 建 立 平面 上 点 的 集合 的 方程 ， 需 要 找 出 变量 
xx 和 y《〈 属 于 这 个 点 集 的 任意 点 的 坐标 ) 与 题 中 给 出 的 固 定 
参数 之 间 的 相依 关系 ， 并 用 方程 写 出 这 种 关系 。 


1, 求 平面 上 到 点 4(2，4) 和 B8(4，6) 等 距离 的 点 集 的 
方程 。 

解 ， 设 点 M(x，y) 属于 所 
求 的 点 集 ( 图 63), 那么 M4= 
MB, 由 于 
MA-V (x-2)?+(y-4)?, 
MB=v (a-Di+(y-07, 
那么 

Y Ge Di ly ya 


=y (x- 44 (y-6)3 ° 图 63 
将 左右 两 边 平方 并 化 简 ， 得 
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(x-2)) (5 - AP - (x-4)! * (y - 65, 
E x+y -8=0, 

直线 x + y -8= 0 就 是 具有 条 件 中 指出 的 性 质 的 点 的 
s 合 。 这 条 直线 就 是 线段 4B 的 垂直 平分 线 。 

2. 求 平面 上 到 点 4(-4，2) 和 了 (6，- 8) 等 距离 的 点 
集 的 方程 。 

3. 求 平 面 上 到 坐标 原点 的 距离 为 r 的 点 集 ， 

解 : 由 条 件 可 知 ， 对 于 所 求 的 集合 的 任意 点 M(x，y) 
都 有 等 式 0.M =r。 由 于 OM =y wi+yi ， 那么 可 得 

xs 2 キッ 2 =r, Ræ +y? = rê, 

ESE SS DEIS rA 25 16 BS RD (图 

64) 。 


图 64 图 65 
4. 求 平 面 上 到 点 4(6，0) 的 距离 为 到 点 召 (2，0) 的 距 
离 3 倍 的 战 焦 的 方程 。 
5. 求 平面 上 到 两 个 已 知 点 4(- ê. OMBO. ORE 
离 的 平方 和 等 于 常 歼 104 的 点 集 。 
6. oREX EST UO 40, -2)2B(0, 2) 的 距 
PAIPA ATA 5 88975 f, 
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7 求 平面 上 习 点 4(1，0) 的 距离 与 到 直线 x= 9 FE 
离 的 比 等 于 4 3 的 点 集 的 方程 

解 ， 自 题 设 条 件 可 知 ， 对 子 所 求 的 集合 的 任意 点 M(x， 
y) HORA A MB- Y GROS) 。 由 于 


MA=v G-1 y , MB=\/ (x-9)% 


7-9, 
那么 


epo Ei GD 4 


=|x- 引 o 
将 左右 两 边 平方 并 化 简 ， 得 : 
9 (xy—1)2+9y2- |y - 9]? 


i y 


. Wx? toy- 72, 
9 + "le 


8. 求 平 面 上 到 点 4 (3, 0 的 距离 与 到 直线 x = 12 的 
距离 的 比 为 1= ?的 点 集 的 方程 
9. 一 个 动 点 WV 在 平面 上 运动 ， 它 到 点 4(1，0) KE 
离 为 到 直线 x = 4 的 距离 的 一 半 。 求 动 点 4 的 轨迹 方程 。 
10， 求 平面 上 到 点 4(8，0) 的 距离 为 到 直线 x= 2 的 距 
离 2 倍 的 点 集 的 方程 。 


仍 ， 由 题 设 条 件 可 知 ， 对 于 山 求 的 集合 的 任意 一 点 都 有 
BR2MB=MA (图 66) 。 由 于 

MB=v (x-2)? = [x-2|, 

Ma=y (x-8) +y? 
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那么 
2:Ix-2] = (x - D! ty? o 
将 方程 两 边 平方 并 化 简 ， 得 


Bri- =48。 HE - ed 
> 16 . 


n. 一 个 动 点 M 在 平面 上 运 
动 , 它 的 轨迹 上 的 每 一 点 到 点 4(9， 
0) 的 距离 为 到 直线 x= 1 的 距离 
的 2 倍 , 求 动 点 1 的 轨迹 方程 。 

12. 求 平面 上 到 点 .4(0,- 2) 
和 到 OX 轴 等 距离 的 点 集 的 方程 。 

13， 求 平面 上 到 O 了 轴 和 到 点 
A (3, 0) 等 距 高 的 点 集 的 方 程 。 

14, 求 平面 上 満足 下 列 条 件 的 图 66 
点 集 的 方 程 

D AER = 4 和 到 点 4(- 2，3) 等 距离 

2) HER y = -2 和 点 4(-3，4)》 等 距离 。 

15. 一 个 动 点 在 平面 上 运动 。 如 果 它 的 轨 述 上 的 每 一 点 
到 点 4(2，- 1) 的 距离 的 平方 与 到 OX 轴 的 距离 的 平方 相 
等 ， 求 这 个 动 点 的 轨迹 方程 。 

16， 一 个 动 点 在 平面 上 运动 ， 它 到 点 4(- 3, 4) 的 中 离 
的 平方 等 于 到 OX 轴 的 距离 的 2 倍 。 求 这 个 动 点 风 轨迹 方 
程 。 

17. 如果 平 面 上 某 个 点 集 的 每 一 点 的 横 坐 标 都 是 这 点 的 
纵 坐 标 和 这 点 同 点 4(1，0) 的 连 线 长 度 的 比例 中 项 ， 求 这 个 
点 集 。 

18， 如 果 平 面 上 某 个 点 集 的 每 一 点 到 坐标 原点 的 距离 都 
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是 这 点 的 坐标 的 比例 中 项 ， 求 这 个 点 集 。 

19. 求 具有 下 述 性 质 的 点 集 的 方程 ， 连 结 点 集 的 每 一 点 
与 点 4(2，3) 的 直线 的 斜率 是 连结 这 点 与 点 BO, DINE 
的 斜率 的 二 分 之 一 。 


82. H 


平面 上 , 5]— AECA MOB BARATA BA 
称 为 圆 。 
圆心 在 坐标 原点 ， 半 径 为 > 的 圆 的 方程 疙 : 


タキ タタ ニテ 2。 (6,1) 
圆心 在 01(a，b)， 半 径 为 r 的 圆 的 方程 为 ， 

(x-aY?+(y-bYN=r?, (6.2) 
圆 的 方程 的 一 般 形式 可 以 写成 ， 

Ax? + Ayi+ Bx+Cy+D=0, (6,3) 


REA, D, C, DARM, ALO HB LOAD D. 


20. RE: 

D AAG, 0, BC, D WCO, 2) 是 否 属于 轿 x* 
+ty9-2x-4dy=0; 

2) &KC- 4, 3) MLG, 0) EBA F x! y? dor 
-2y-35=00 


21， 试 建立 圆心 在 点 《 立 ，- 全) ， 半 径 为 2 的 图 的 方 
程 ， 并 作出 这 个 图 。 
解 ， 由 题 设 条 件 ， 我 们 有 a= 吉 ,b= 了，+=2。 将 这 
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些 值 代入 公式 (4.2) ， 得 


に が *C- Ye 


VR DB EDD. B 


2) 以 0 为 圆心， 半径 为 2 
HE C67) 。 

22， 求 下 列 圆 的 方程 并 作 
出 这 两 个 圆 ， 

D 图 心 在 坐标 HOA. x 
径 等 于 3， 

2) 圆心 在 点 (-2，- 5)， W 67 
HEFT IO 

23. RUA (5, -7) 为 圆心 且 过 点 (C, 3) Bn 
方程 。 
解 : 我们 先 求 圆 的 半径 ， 即 由 阁 心 到 已 知 点 的 距离 ; 

rz (2-5) ?+[-3- (-7) J =5, 
现在 将 园 心 的 坐标 和 求 得 的 半径 的 值 代入 公式 08.2, 


得 
(x- 5)! (y * 1)! 225, 
24, OR ILES fE 
D 圆心 在 点 (一 1，4) 且 通过 点 (3，5)， 
2 圆心 在 点 (一 3，0) 且 通过 点 (2，4)。 
25. 已 知 圆 的 直径 的 两 个 端点 为 : 1)(0，3) 和 (6, 一 7)， 
2)(-3，3) 和 (2，5)。 求 圆 的 方程 。 
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26. 求 圆 的 方程 ，1) 阅 的 直径 为 直线 4x+3y 一 24= 0 
在 两 坐标 轴 之 闻 的 线段 ，2) 圆 的 直径 为 直线 5x 一 4y +40= 
0 在 两 坐标 轴 之 间 的 线段 。 

27. 求 通过 坐标 原点 ， 且 圆心 在 下 列 各 点 的 圆 的 方程 ; 
D (2,3912 (3,-5) 。 

28. ok 3x? --3y*? — 18x — 10y — 48= 0 与 坐标 轴 交 点 的 
坐标 。 

解 ， 图 与 横 坐 标 轴 的 交点 的 纵 坐 标 为 零 。 设 在 于 的 方程 
中 y= 0， 得 

(3z2-18 ァ 一 48= 0) <> (x?-6x-16= 0) 
<> (x1= -2, x:2 9 。 

所 以 圆 与 横 坐 标 轴 的 交点 为 〈《- 2，0) 和 (8, 0)。 

圆 与 纵 坐 标 轴 的 交点 的 横 坐 标 为 零 。 设 在 圆 的 方程 中 
x=0 $ 

(3y?-10y-48= 0) => (> - す 2= 6)。 


所 以 加 与 纵 坐标 轴 交 点 为 《0 ，~ 号 ) m co. o. 
29, 求 園 々 ?+ ッ 2+4 ァ キッ ー12= 0 与 坐标 轴 的 交点 的 坐 
标 。 
30. 求 圆 x:+y2-4x+27y~ 29= 0 和 直线 yx-y- 1 = 
6 的 交点 坐标 。 
解 ， 为 了 求 加 与 直线 的 交点 坐标 ， 我 们 解 方程 组 ， 
x? + y?—4y+2y-29=0, 
1 (x= -3, y=-4) 
x-y-1=0 
或 (x=5, y=4) o 
因此 ， 加 与 直线 的 交点 为 (-3,-4) 和 G, 4) o 
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31. 求 圆 xz+ y?- 8x-2y- 8= 0H 42% 4x +3 y -19= 
0 的 交点 坐标 。 

32. 求 过 点 AC, D, B(-2, 6) 和 C(-5, -3) 的 图 的 
方程 。 

f HOi Ca, の 为 所 求 的 圆 的 图 心 ， 那么 O14=01B 
= O01C 为 同一 个 圆 的 半径 。 我 们 有 


OjA=Y (a- D+ (5- D , 
O,B- M (Ya* D** (5-69 , 
OIC=w (ac D+ (5*3? , 
我 们 建立 关于 未 知 数 a 和 6 的 方程 组 ， 并 解 之 ， 


pacem = ゾ (e+22+(5-6? o> 
v/(a-3)i «(b- DÀ = ン (o+523 す (5+322. 
a-b+3=0, 
<>f <> (a= -2, 5=1) | 
2a+b+3=0 
Oi(- 2, Do 
我 们 求 得 r= 0,4 ェ ン (~2-3)?+(1-1)* =5。 
所 以 ， 贺 的 方程 为 ; 
(x+2)2+(y~1)3= 25, 
33， 求 过 下 列 各 点 的 圆 的 方程 , 1) C, 8), (5,70 
和 (-12,-6)，2)(-2, -6) ，(-3,1) 和 (4，2) 。 
34. 己 知 三 角形 各 边 所 在 直线 的 方程 为 : 1) x-y+4 
=0, 3x+y-16=0 和 x-2y-2=0; 2) 2x-y+2=0, 
x-3y-14= 0 和 x+y-2=03 3) 4x-3y-17=0,7x 
+ ッ ー61= 0 HMlx-7y-73= 0, 
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35. 求 与 模 坐 标 轴 相 切 于 点 4(3，0) 且 半径 等 于 6 Aa 
的 方程 。 
fg. BOLA, Bb (WD 。 切 点 的 横 坐 标 与 网 心 
的 横 坐 标 相 同 (a = 3) 。 圆 心 的 纵 坐标 /为 ; 
(3-3)2+(0-b)=6% b= +6, 
即 有 两 个 圆心 O(3，6) 和 O:(3，- 6)。 由 此 可 得 满足 已 知 
条 件 的 两 个 贺 的 方程 ， 
(x-3)2+(y-6)2=36 和 (x-3)2+(y+6)2 = 36。 
36 . 求 与 纵 坐 标 轴 相 切 于 点 4(0，4) 且 半径 等 于 5 的 圆 的 


方程 。 
37, 求 与 纵 堂 标 轴 相 切 并 通过 点 4(4，5) 和 已 (18，- 9) 
的 圆 的 方程 。 


解 : HOla, ら 5) 为 所 求 的 圆 的 圆心 (AGN 。 引 过 切 
HCO, 5) 的 半径 。 图 的 半径 +=a。 我 们 建立 并 解 方程 
组 ， 、 

人 y 50 
Y (。-18)7+(65+992 0 
a 0, 
b?-- 18b — 36a * 405 0 
<> (a=34, b=21) X (a=10, b=-3), 

因此 有 两 个 圆心 01(34，21) 和 0O2:(10，- 3)。 有 两 个 半 
径 值 r1:= 34 和 rs = 0 。 即 满足 题 设 条 件 的 圆 有 两 个 : 

Cx- 34)? + (y - 21! 2 84*fli( x 10)? + (y +3)* 
2105, 


图 68 图 69 
38， 试 建立 与 横 坐 标 轴 相 切 且 通过 点 4(7，8) MB 
(6, 9) 的 圆 的 方程 。 
39.， 试 建立 与 两 坐标 轴 相 切 并 通过 点 4(18，-4) 的 


園 的 方 程 。 
dg. 所 求 的 贺 与 两 坐标 轴 相 切 并 通过 第 人 象限 的 点 ， 它 
的 圆心 的 坐标 为 Or «a, —a) , RE ao>>0。 贺 的 半径 ”>=a 


《图 70) 。 于 是 


v (a-189 + て c+ 
= a4=> (a? - 44a +340 
=0) を > (a1=10, gs 
=34) 。 
因而 ， 有 两 个 圆心 01 

(34, - 34) fflO;(10, - 10) 

及 两 个 半径 r1= 34 和 rz = 10， 
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Bp gi Je E VE A PERS AURI PP 
(x— 3a)! - (y + 34) = 34H Mx — 100? 4: Cy +10) = 107, 
40. 求 与 两 坐标 轴 相 切 并 通过 点 4(8，9) 的 彫 的 方 


程 。 

A1, 求 圆心 在 坐标 原点 且 通 过 点 (一 3，4) 和 (一 3, - 4) 
的 圆 的 方程 。 

42, 求 通过 点 4(8，5) 和 B( -1，-~ 4)， 圆 心 在 横 坐 标 
轴 上 的 圆 的 方程 。 

43， 求 通过 点 4(3,7) 和 B8(5，-1), 并 且 圆心 在 纵 坐 标 
轴 上 的 圆 的 方程 。 


44, 一 个 圆 经 过 点 4(5, DABO, 4), C 的 圆心 在 
直线 4x + 3y- 18= 0 上 ， 求 这 个 图 的 方程 。 
解 ， 设 O1(a,，5) 为 所 求 的 圆 的 图 心 ，O14 = 018 为 这 个 
DHEER, K, RIRA: 
ゾー〈⑯-5)2+(5-792 =y (a-2)*(-4»9 
<>7a+3b-27=0, 
由 于 所 求 的 圆 的 圆心 在 直线 4x +3 18= 0, 那么 图 
心 的 坐标 满足 这 个 方程 ， 即 4e+ 36-18= 0 。 我 们 来 求 两 条 
直线 的 交点 : 
7a+3b-27=0 
( € (a=3, b=2); OK3, 2 。 
4a+3b-18=0 
HmRBr=014= VW (5-3)?+(7-2)? =V 29 。 
FE, PRUFA: ` 
© (x-3) (y 2)! -29, 
45， 求 下 列 圆 的 方程 : 
D 圆心 在 直线 x + 4y+16= 0 E, HERA A- 8,3) 
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HB, -7); 

2) 通过 点 (3，2) 和 N(-1，-6)， 且 圆心 在 与 两 坐 
标 轴 交 于 点 4(2，0) 和 B(0，- DIE E 

46, 已 知 一 个 圆 的 圆心 在 点 O01( 一 3，1)， 并 且 它 与 直线 
4x+3y-16= 0 相 切 ， 求 这 个 圆 的 方程 。 


jh ATAR ks - 分， 那么 王家 于 切线 的 直线 


OAAR ha> (TD 。 因 此 ， 直 线 O14 的 方程 为 


ッ ー ュ ニテ (x+ , S3x—-4ytl13-2 00 


我 们 来 解 方程 组 : 


4x+3y-16=0, 
( €-»(x-z1, y=4) , AG, 
3x-4y+13= 0 


现在 我 们 求 得 r= 014-2 (73-19) (14) =5。 
于 是 ， 所 求 的 方程 为 : 
(x+3)2+(y-1)*=25, 
47， 已 知 某 圆 的 贺 心 在 点 《-1，- 4)， 它 和 一 条 与 两 
atera (3. 0) 
MB (0, 2 的 直线 相 切 ， 
求 此 圆 的 方程 。 b cpi 
48. VA d US 
ABE RAR TAN 
A (6, 0) MBO, 4) 的 贺 
的 方程 。 
49。 一 个 圆通 过 坐标 原 图 71 
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Du 


Ji 3£BÁGEOX MOY 轴 上 相应 的 截 距 为 c= -4 和 5 = - 3。 
求 这 个 圆 的 方程 。 
50， 求 圆 zx:+y2-8x-10y-8=0 的 圆心 坐标 和 半径 。 
解 , 我 们 将 已 知 方程 改写 成 下 面 的 形式 ， 
Xi— 8x + ys- 10y 2 8, 
16 — 955 x^ - 8x 和»? 一 10y 杞 成 完全 平方 的 形式 ， 得 
x5—2*4x - 42 4 y! —2*5y + 9*7 84 42452 
或 (x - 4*4. Cy - 5)1- 49, 
由 此 得 a= 4，8 = 5，r=7， 即 圆心 为 点 (4，5) ， 而 半径 
等 于 7 。 
51, 求 下 列 圆 的 圆心 坐标 和 半径 ， 
D xê+ y?+6x-10y+13=05 
2) xs+ yi+12y-13= 05 
3) Ax* x 4y* - 4x *20y - 232 0, 
52. 求 下 列 圆 的 圆心 坐标 和 半径 ， 
1) 9x!-9y* 42x - 54y 95-05 
2) xê + y! - Ax - 10y - 29 04 
3) X*- y2*6x c 14y - 817 0, 
53. 求 圆心 之 间 的 距离 ， 
D x?+ y?-10x+16y+80= 0% 
x^-c- y^-6xt*4y—-12-2 0, 
2) x*- y*- Ax - 12y - 36 - 0l 
メタ トッ クー8z 寺 10 ッ +T 520, 
54. 求 通过 两 圆心 的 直线 的 方程 
D x*-y*-8x-4Aytliz 0 和 
w2+y2+4xX+l2y+4=0 
2) wi+ y?r da 6y-23=0M 
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x!-y!—-10x—-14y t 58-2 0。 

55. Hx? + y**6x-4y-12- 0 的 一 条 直径 与 横 坐标 
轴 交 成 60" 的 角 ， 求 这 条 直径 的 方程 。 ü 

56. Mx?+ y?2-2x+4y-4= 0 的 一 条 直径 与 OX 辅 的 
正方 向 交 成 135" 的 角 ， 求 这 条 直径 的 方程 。 

57. CJ BOUxt-y*-8x-2y -420, REE 
Fx- 5y- 12= 0 的 直径 的 方程 。 

58， 己 知 图 的 方程 为 x?+ y?+ di 6y= 0， 求 垂直 于 Z 
2x-3y+13=10 的 直径 的 方程 。 

59. 求 图 的 半径 所 在 直线 的 方程 

D Ax? + y? 6x+2y-19=0 上 的 点 4(5，-6)》 所 
作 的 半径 

2) lx? + y? 6x-9=10 上 上 的 点 4(6，3) 所 作 的 半径 。 

60. 求 圆 的 切线 的 方程 

1) 由 図 z%+ ッ 2ー2z+2 ッ ー23=0 上 的 点 4 (4, -5) 所 
作 的 切线 ， 

2) Mx? + y2-10y+20=0. ERA (-2, 0) 所 作 
的 切线 。 

61. 求 两 相交 图 的 公共 带 的 方程 ， 

1) 22+ 1?.-6y=0Hx* + yt- 12% = 0, 

2) x** y 2x +2y-23= 0 和 

x? + y!-260x-2y t45- 0, 

62、 求 下 列 圆 的 方程 

D 通过 点 4(4，- 7) 且 与 圆 x2+ys+4x-2y-11= 0 
是 同心 圆 ， 

2) 通过 点 4 (5, 6) 上 且 与 图 x?+y? 一 2x+6y+ 1=0 
是 同心 圆 。 
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$3. Wü 圆 


平面 上 到 两 个 定点 〈 称 为 焦点 ) 的 距离 之 和 FER 
(2q) 的 点 的 集合 称 为 椭圆 ,其 中 2a 大 于 两 焦点 之 间 的 距离 2c。 
当 焦点 在 OX 轴 时 ， 椭 圆 的 方程 为 
edu (a5) , (6.4) 
这 里 ，a 为 长 半 轴 的 长 ，6 为 短 半 轴 的 长 (图 72)。 
参数 a，b 和 和 c 之 间 的 关系 为 


dici egt. 16.5) 
焦距 2c 与 长 轴 2a 的 比 称 为 椭圆 的 离心 率 。 
et E Lo. (6.6) 
如 果 椭 圆 的 焦点 在 OY 轴 上 CHIT3), MAMA 
AA 1 (ao>b)。 (6.7) 


今后 在 有 关 椭 圆 的 问题 中 ， 我 们 假定 椭圆 的 对 称 轴 都 与 
坐标 轴 重 合 。 
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63. 已 知 椭圆 的 长 轴 2a = 12， 短 轴 20= 8。 焦点 EOX 
轴 上 ， 求 椭圆 的 方程 。 

解 ， 为 了 建立 视图 的 方程 ,必须 知道 参数 a 和 6b, 按照 题 设 
条件 , RIJA a= 6 和 656=4。 将 这 些 值 代入 椭圆 方程 (4.4)， 
得 


à 1 2 
qd eR trips 
64. 求 椭圆 的 方程 ， 
D 焦点 在 OX 向 上 , H2a-8, 2b=86; 


2) 焦点 在 DO 轴 上 ， 且 2a=10，20 = 4。 

65， 己 知 椭圆 的 两 个 顶点 在 点 4 -6，0) 和 4?(6， 
0) ， 而 两 个 焦点 在 点 1( - 4，0) 和 (4，0)， 求 这 个 椭圆 
的 方程 。 

解 ， 由 已 知 条 件 , 得 c= 6 和 c = 4。 由 公式 (6.5) 求 得 の = 
6 43= 20。 将 o: 和 b2 的 值 代入 公式 (6.4), 得 
2 2 
ERU 

66. 求 椭圆 的 方程 : 

D 两 个 顶点 在 点 (- 5，0) 和 (5，0)， 而 两 个 焦 点 在 点 
(-3, ORIG, 0); 

2) 两 个 顶点 在 点 (0， 一 RO, 8), 而 两 个 焦点 在 点 
(-5, OH G, 0, 

67. 如 果 椭 圆 的 两 个 顶点 在 点 B: 8, 0) MB: (8, 
0) ， 而 两 个 焦点 在 点 (0，- 6) 和 7(0，6)， 求 这 个 燃 贺 
的 方程 。 

解 , 由 题 设 条 件 得 出 ， 焦 点 在 DO7 S E, 那么 b= 8，c= 
8。 根据 公式 (6.5) ， 我 们 有 a2= 8 +62= 100。 将 a? 和 22 的 
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x], 


值 代入 方程 (6.7) ， 得 
A, 
64 * 100 ^ 
68. 如果 椭圆 的 两 个 顶点 在 点 CO, -4) M 0, 4), 
而 两 个 焦点 在 点 (O0, -2) M (0, 2) , 求 这 个 椭圆 的 方 
程 。 
69. 如 果 椭 圆 的 两 个 焦点 之 闻 的 距离 等 于 6( 焦 点 在 OX 
轴 上 〉， 长 轴 等 于 10， 求 这 个 椭 图 的 方程 。 
解 ， 由 题 设 条 件 得 a= 5，c= 3。 根 据 公 式 (6.5), R 
得 が = 5-32= 16。 将 0o2 和 803 的 值 代入 公式 (6.4) ， 得 


1 。 


70. 求 椭 圆 的 方程 ; 

D 两 个 焦点 之 间 的 距离 等 于 10 (焦点 在 OX 轴 上 ) E 
长 轴 等 于 12， 
8 o 

71. RAR (0, - 45) 和 C0, V5) 为 焦点 而 长 
轴 等 于 6 的 椭圆 的 方程 。 

(Bf. 焦点 在 OY 轴 上 ， 那 么 a= 3 。 根 据 公 式 6.5), R 

PIRA 0012 33- (5)2= 4。 将 0 和 0 的 值 代入 方程 (4.7)， 
得 


P y! 
4 7. le 


T2. 求 两 个 焦点 在 点 (0 ，-w3) 和 CO, V3) B. 
EAT A Y TIA, 
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75. MIA DL, REA 
E SEE 

解 ， 由 椭圆 的 方程 ， 我们 有 a?=49, a= t7, b?-16, 
bz 土 4。 由 此 得 椭圆 的 顶点 举 标 ，4〈+7,，0》 和 8B(0， 
土 4) .于 是 ， 长 轴 等 于 2a =2x7=14， 短 轴 等 于 2b=2x4= 
8 o 

74. RIOT A b AA A A e 


K Ty s E NE LES 
D» *7g^l: D e tarle 


75. Im RAAR 


标 及 它们 之 间 的 距离 。 

解 ， 由 椭圆 方程 ， 我 们 有 a?=100，b?=36。 根据 公 式 
(6.5) ， 我 们 求 得 c = +y 100-36 = 土 8。 这 就 是 说 ， 焦 
点 的 坐标 为 《一 8，0) 和 (8，0) ， 两 个 焦点 间 的 距离 为 
2c=2x8=16。 

76. valor is e nd 

x? y? m" 

77. BAI + 5r =1， 求 它 的 离心 率 。 

f. 由 椭圆 方程 ， 我 们 有 a?=100,，b?=51。 根据 公式 
6.5) ， 我 们 求 得 c= w 100-51 =7。 根 据 公式 (6.6)， 
求 得 离心 率 e= < 

78. 求 椭圆 的 离心 率 : 
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EAN AE da CES e 
1) 25 + g こす * 2) ュー e 
79. 求 焦点 在 点 (一 4， M. 0)， 而 离心 率 e =0.8 的 
ji BL HI D f ^ 


ff. 由 题 设 条 件 我 们 有 c = 4, e= 了 =0. 8。 将 c BRA 


这 个 等 式 得 a = 5。 根 据 公 式 (6.5) ok $3 07 25-412 9, 
于 是 ， 所 求 的 方程 为 


y? yi 
25 * 9 = 1。 


80. 求 焦点 在 (Y 3，0) MV3, 00 ， 而 离心 
率 e= IIA. 


81. 如 果 两 个 焦点 闻 的 距离 等 于 12， 而 离心 率 *=0.6， 
求 焦点 在 OX 轴 上 的 椭圆 的 方程 。 


82， 如 果 椭 回 的 长 轴 等 于 14， 而 离心 率 a = 了， 求 焦点 
在 OX 轴 上 的 椭 加 的 方程 。 
W HERRERIA =T, e- o T. Ha 值 代入 


a 


这 个 关系 式 , 得 c= ce, GER r- (E) = 


25, 因此， 所 求 的 方程 为 


EG y E x? 9y? 
2 1245 l Mag +245 = 1。 
9 


83. 求 焦点 在 OX 轴 上 的 椭圆 的 方程 ， 
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1) 长 轴 等 于 10， 而 离心 率 e。 = 0.6; 

2) 短 轴 等 于 16， 而 离心 率 e = 0.6。 

84. 求 焦点 在 CO 愉 轴 上 的 桶 圆 的 方程 ; 

D 长 半 轴 与 得 半 轴 之 和 等 于 8， 而 两 个 焦点 间 的 距离 也 . 
等 于 8， 

2) 长 六 轴 与 短 半 轴 之 和 等 于 25， 而 两 个 焦点 的 坐标 为 
(-5, 0) 和 (5，0) 。 

85. 求 焦点 在 OX 轴 上 的 椭圆 的 方程 ， 

D 椭圆 通过 点 (6，4) ， 而 短 轴 等 于 10， 

2) 椭圆 通过 点 〈12，- 12〉， 而 长 轴 等 于 40。 


86 ， 如 果 棚 网通 过 点 4 Q/3, VEMB, 12)» 
求 焦点 在 OX 轴 上 的 椭圆 的 方程 。 
解 , 为 了 建立 椭圆 的 方程 ， 必 须 求 出 参数 a 和 b。 将 已 
知 点 的 坐标 代入 椭圆 方程 《6.4) ， 我 们 得 到 方程 组 ， 
[E 
<> (a=12, b1=8), 


| E pa 


FE, KRONET e Le 
87， 求 焦点 在 OX 轴 上 的 椭圆 的 方程 ， 
1) METARA (6, D 和 B (8, 3)， 
2) MIE A Q/2, 2) HB (2，w3)。 
2 2 
88. DD E ERE -= 1 与 直线 x+2y-14= 0 的 交 


25 
解 : 为 了 求 梢 加 与 直线 的 交点 坐标 ， 需 要 解 方程 组 
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2 


E A 
100 7 25  ^' <>(x=8, ッ =3) 或 (=6, 


x*2y-1420 =3) o 
因此 ， 燃 网 与 直线 的 交点 坐标 为 (8，3) 和 (6, Do 
89. 求 曲线 交点 的 坐标 ， 


x? y? 

1) 椭 贺 325 + 35 =1 和 直线 x +3y-21=03 
xi y 

2) LI T +g =1 和 直线 3x+5y 一 21=0。 


90， 求 让 级 * +4y - 28 ORAS + -区 -= 1 蕉 得 
TS 

91. 求 直线 x -2y- 2 MI 3 - 1 被 得 的 
RANK. 


$4. X gd A 


平面 上 到 两 个 已 知 点 的 距离 之 差 的 绝对 值 等 于 常数 (2a) 
的 点 的 集合 称 为 双 曲 线 ， 这 两 个 点 称 为 焦点 ，2a 小 于 这 两 个 
焦点 间 的 距离 Ce) 。 
PERO XA A REA 
x? y 


CN ls 


2 
(6.8) 
xc Hoo SEES E, DARA CA. . 
参数 oa，b 和 c 之 问 的 关系 为 
biac?- a, (6,9) 


图 74 75 
焦距 与 实 轴 的 比 ， 称 为 双 曲 线 的 离心 率 ， 


と v db 1. 
a 


e= 一 一 


a 


双 曲 线 有 两 条 渐 近 线 ， 它 们 的 方程 为 
yz e, (6,11) 


WMR £2.04 3c 4.5; e bp S a=b), WAR E 的 
双 曲 线 称 为 等 轴 双 曲线 。 等 轴 双 曲线 的 方程 为 


(6.10) 


xi yla, (6.12) 
而 它 的 渐 近 线 的 方程 为 
y= ixo (6.13) 
如 果 双 曲线 的 焦点 在 OF 轴 上 (图 75》 ， 那 么 它 的 方程 
为 
Xd. 1, & = — 1, (6.14) 
POPE AEREA 
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y= tx (6. 15) 


公式 (6.9) 和 (6,10) 对 于 焦点 相 OY ht EXC ZR 
也 仍然 成 立 。 
双 曲 线 (6.8) 和 (6.14) AA 22. 
焦点 在 OY 轴 上 的 等 轴 双 曲线 的 方程 为 
y! - xizat, (6.16) 
今后 有 关 双 曲线 的 问题 都 假定 双 曲 线 的 对 称 轴 与 坐标 轴 
重合 。 


92， 如 果 某 双 曲线 的 焦点 在 OX 轴 上 , 它 的 实 轴 等 于 16， 
虚 轴 等 于 8， 求 这 双 曲 线 的 方程 。 

解 ， 为 了 求 双 曲线 的 方程 ， 需 要 知道 c 和 pb。 由 题 设 条 件 
我 们 有 2a= 16，a = 8 和 20 = 8，b = 4。 将 ec 和 8 的 值 代入 双 f 
线 方程 (6.8) , 得 
2 2 

ata 

93， 己 知 某 双 曲线 的 焦点 在 OX 轴 上 ，, 它 的 实 轴 等 于 
24， 虚 轴 等 于 40， 求 此 双 曲 线 的 方程 。 

94， 已 知 双 曲 线 的 顶点 在 点 4 (3, 0) 和 As(3,0)， 
而 焦点 在 点 F1 (- 5，0) MF: (5，0) ， 求 这 双 曲 线 的 方 
程 。 

解 ， 由 已 知 条 件 得 c=3，c= 5。 根 据 公式 《6.9) 我 们 
有 b2= 52- 32= 16。 将 o 利 六 2 的 值 代入 方程 6.8) ， 得 


C NT EET 
9 16: ^ 
95, TIRAR AMARA (73,0 和 (3，0) > 
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而 焦点 在 (-3v 5, 0) M (3V5, 0 の, RX OX I R i 
方程 。 

96, 如 果 双 曲线 的 实 轴 长 等 于 12， 两 个 焦点 间 的 距离 等 
于 20， 求 焦点 在 CO 所 轴 上 的 双 曲 线 的 方程 。 

97， 已 知 双 曲 线 的 方程 为 - 兴 - - j= 1 ， 求 它 的 顶点 
和 焦点 的 坐标 。 

解 ， 由 双 曲 线 的 方程 我 们 有 cz = 81, a= +9。 根 据 公式 
(6.9) 我 们 求 得 c?= 81 +144=225, c= +15, 

因此 ， 双 曲线 的 顶点 为 -9，0) 和 (9，0) ， 焦 点 在 
(-15, 0) 和 (15, 0), 


93, CA 1 。 求 它 的 顶点 和 焦 


点 的 坐标 。 
99， 求 双 曲 线 的 实 轴 和 虚 轴 长 ， 
2 2 
pci 9m 


x 


1) 25 49 =1, 


100, En xul AU -Z = 1e REA 


板 和 焦点 回 的 距 高 。 
101， 求 双 曲 线 焦 点 间 的 距离 ， 


A N: Ia E DONE 20S 
D zg 7l!) 2) 12 24 "lo 


2 2 
102, 已 知 双 曲 线 的 方程 为 -和 5 Sd REO 


率 。 
解 ， 由 双 曲 线 方 程 我 们 有 oz= 25， 姑 = 11。 根 据 公式 
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(6,10) 计算 离心 率 : 


_w 25+11 6 
RA o 
5 5 
103. RIR RUADH: 
EE ato e yt ss 
Dogo =1 2) 25 234 ^ le 


x? y? 
104. AAA is 1， 求 它 的 渐 


近 线 的 方程 。 
解 ， 由 双 曲 线 方程 我 们 求 得 a= 12, 5= 16。 将 c 和 2 的 值 
代入 等 式 6.11) ， 得 ， 


y= 2-6, 或 y= + ix. 
105. 求 双 曲线 的 渐 近 线 方程 , 
CO e BEA ye. 
TE 2 ys le 
106. 求 焦点 坐标 为 (- 20, 0 和 (20, 0), 而 离心 
率 e= TRARNE. 


M MERRER: c=20，。 = 全 = 号 将 < 值 代入 


这 个 等 式 , 得 -= 二， 即 a =12。 进 而 根据 公式 《6.9》 
求 得 3=20~12?=256。 将 ?和 6 的 值 代入 方程 (6.8)， 
得 


144 256 
107 .已 知 焦 点 坐标 和 离心 率 ， 求 双 曲 线 的 方程 : 
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Yo 


D (2/2, 0) ,e=2 2) (1343, 0 , e= 


o 


108， 如 果 双 井 线 的 实 轴 等 于 12， 离 心率 等 于 六 RRA 
在 OX 轴 上 的 双 井 线 方程 

解 ， 根 据 已 知 条 件 2c = 12， 那 么 c = 6， 利 用 等 式 (6.10) 
我 们 有 和 = Mo = 8, 进 而 我 们 求 得 所 = 8- 人 = 28. 因 此 ， 
所 求 的 方程 为 


109. 已 知 双 曲线 的 实 轴 长 等 于 14， 离心 率 等 于 人， 求 


焦点 在 OX 轴 上 的 双 曲 线 方程 。 
110. 求 焦点 在 OX 轴 上 的 双 曲 线 方程 ， 


D 实 机 长 等 于 6， 离 心率 等 于 


D mera mar, 

111， 如 果实 轴 与 虚 轴 之 和 等 于 14， 两 个 焦点 间 的 距离 
等 于 20， 焦 点 在 OX 轴 上 ， 求 这 条 双 曲 线 的 方程 。 

解 , 由 選 知 条 件 o+5=14, 2c=20, 得 c=10。 根 据 
公式 6.9) 我 们 有 10?= a?+6?。 于 是 得 方程 组 


a+b=14, 
( «—(a-6, b=8) 或 (a=8,4=6)。 
a? - b? - 100 


因此 ， 满 足 题 设 条 件 的 双 曲 线 有 两 条 ， 
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112. 求 焦 点 在 0 么 轴 上 的 双 曲 线 方程 ; 

D 实 轴 与 虚 轴 之 和 等 于 7 ,两 个 焦点 间 的 距 两 等 于 108 

2) 实 轴 与 虚 轴 之 差 等 于 4 ， 焦 距 等 于 40。 

113. 如 果 双 曲线 的 实 轴 等 于 8, 且 双 曲 线 通 过 点 (8，6)， 
求 焦点 在 OX 轴 上 的 双 曲 线 方程 。 

解 ， 由 题 设 条 件 得 2 = 8， 妈 4 = 4。 将 a = 4 和 已 知 点 的 


举 标 代入 方程 (6.8) ， 得 乌 -- -全 -= 1， 由 此 如 =12。 
再 将 :和 6? 的 值 代入 方程 《6.8》 ， 我 们 得 到 所 求 的 方 程 ， 


x? y? 
16 .12^l* 


114, 求 焦点 在 OX 轴 上 的 双 曲 线 方程 

D 实 得 长 等 于 16 且 双 曲 线 通 过 点 (710, - 8); 

2) 虚 轴 长 等 于 12 且 双 曲 线 通 过 点 (20, 8) 。 

115, 已 知 双 曲线 通过 点 (6, 3) 和 (5w2，-4)， 
焦点 在 0Y 轴 上 ， 求 这 条 双 曲 线 的 方程 。 

解 : 为 了 建立 双 曲 组 的 方程 ， 需 要 求 出 oz 和 5. HEM 
点 的 坐标 代入 方程 (6.8) ， 得 方程 组 


6? 32 . 
e <> (a? - 18. 64 = 9), 
| i5» (42 
\ ea b 
现在 将 o2 和 如 的 值 代入 方程 (6.8) , Ha 
x? y? 
ーーーーー テ ーー 1 " 
18 9 


116. 求 焦点 在 OX 轴 上 的 双 曲 线 方程 
. 235 


D AMARA (-6, 47) $81 €62,40; 

2) 双 曲 线 通过 点 (- 8，2w2) 和 (6，-1) 。 

117. 已 知 双 曲 线 的 焦点 坐标 和 渐 近 线 方程 为 : 
D (55,0, y= £$x, 2 (53,0), タニ キン 5 
3) (£8, 00, y= 十 3x。 求 双 曲 线 的 方程 。 

118. 如 果 双 曲线 的 浙 近 线 方程 为 》 = a, 而 且 双 
曲线 通过 点 (6，- 4)， 求 这 条 双 曲 线 的 方程 。 

解 ， 由 题 设 条 件 得 -= e, EUR AUS MERLO 
程 (6.8) 并 解 方程 组 


(e JC の 
J a po l, 
" «€—(a$-12, 51-8), 
e + 
a 3 
然后 ， 将 oz 和 2? 的 值 代 入 方程 〈6.8) , 得 : 
x? y? B 
12 ^8 "lo 
119. 已 知 双 曲线 的 浙 近 线 方程 和 双 曲 线 通 过 的 点 的 A 


マ 2 
と ん, 


EA: D y= £X Sa, G, 3/2) D y- + 


(-4, -2) 5 3) ys, (4/3, 343) o RM 


曲线 的 方程 。 
120. 已 知 双 曲线 通过 的 一 点; D 4(-5，4) ぅ 
2) B(8，2〉。 求 焦点 在 O 广 轴 上 的 等 轴 双 型 线 的 方程 。 
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Abs es XL OA " , 

121, 求 双 曲 銭 づ ーー 1 的 項 点 , 焦点 , 高 心 

解 ， 已 知 的 双 曲 线 方程 符合 公式 (6.14) ， 即 焦点 在 
OY 轴 上 。 由 方程 得 a?=64, a= £8, b2=36, b= t6, XX 
曲线 的 顶点 在 点 41 (0，- 8) MA: CO, Do 

根据 公式 〈6.9) 我 们 有 c=64+36=100, c= 土 10。 
因此 ， 焦 点 在 点 Fi1 (0，- 10) AIF, (0, 10) 。 


根据 公式 6.10) 计算 离心 率 ， eÈ, 
根据 公式 (6.15) 求 得 双 曲线 的 渐 近 线 方程 , y= ia. 


x? y! 
122, FAR T7 1 的 顶点 ,焦点 ， 离心 率 和 
HW Ro 
123. 已 知 等 轴 双 曲线 通过 点 (- ソ 3, - ど 5) ,而 且 
焦点 在 OY 轴 上 ， 求 这 条 双 曲 组 的 方程 。 


$5. 顶点 在 坐标 原点 的 抛物 线 


平面 上 到 一 个 已 知 点 和 一 条 已 知 直线 距离 相等 的 点 的 集 

合 称 为 抛物 线 。 这 个 已 知 点 称 为 焦点 ， 已 知 直 线 称 为 准 线 。 

.顶点 在 坐标 震 点 ， 对 称 轴 为 0 汪 轴 ， 开 只 方向 朝 右 的 Jd 
AER (760) 的 方程 为 

y?=2Px> (6,17) 

这 里 p>>0《〈 抛 物 线 参 数 ) 为 由 焦点 到 准 线 的 距离 。 抛 物 线 的 
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准 线 方程 为 x= - L, 
顶点 在 坐标 原点 ， 对 称 轴 为 0 乏 轴 ， 开 口 方向 朝 左 的 H 
物 线 (图 76b》 的 方程 为 
y= -2px (p>0) e 《6.18) 
它 的 准 线 方程 为 a 
顶点 在 坐标 原点 ， 对 称 轴 为 OY 轴 ， 开 口 方向 朝 上 的 A 
PR (770 的 方程 为 
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x?-2py (p>0) 。 (6.19) 
它 的 准 线 方程 为 y= - 之 


顶点 在 坐标 原点 ， m——À 开口 方向 朝 下 的 抛 
物 线 eno 的 方程 为 
=-2py (p>0)。 (6.20) 


PUERTA y = E 


今后 在 有 关 抛 物 线 的 问题 中 ， 我 们 假定 抛物 线 的 对 称 轴 
是 某 一 条 坐标 轴 。 


124. 已 知 抛物 线 的 焦点 在 (3，0) ， 求 顶点 在 坐标 原 
点 的 抛物 线 方程 。 
fg. 抛物 线 的 焦点 在 正 兴 轴 OX 上 、 sa cud 


AGADIR, irrita os (Cz. 0). WA 


过 = 8。 由 此 得 己 = 6。 将 忆 信 代入 方程 (6.17)， 得 
y! -12x, 
125. 已 知 抛物 线 的 顶点 在 坐标 原点 ， 而 焦点 在 下 列 各 
E DF, 0, 2 F(-4, 0, 3) FQ, 2), 4) FO, 
一 3) 。 求 抛物 线 的 方程 。 
126. 已 知 准 线 方程 为 x = ~ 4， 顶点 在 坐标 原点 ， 求 这 


条 抛物 线 的 方程 。 


RAEE, AGA, m 


请 = 8。 由 于 淮 线 的 横 坐 标 为 负 值 ， 那 么 这 个 抛物 线 的 方程 
具有 (6.17) 的 形式 。 将 如 值 代入 方程 (6.17)， 得 
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vi=16x0 

127 ,如 果 抛 物 线 约 准 线 方 程 为 : 1) x= 2y 2) x= 
33 3) y= 一 49 4) y=1。 求 顶点 在 坐标 原点 的 抛物 线 方 
程 。 

128. 求 顶 点 在 坐标 原点 ， 关 于 OF 轴 为 对 称 ， 且 通过 点 
A (4, 2) 的 抛物 线 方程 。 

解 ， 由 于 所 求 的 抛物 线 关 于 OY 轴 对 称 并 且 通 过 点 4(4， 
2) ， 那 么 它 的 方程 具有 方程 (6.19) 的 形式 。 将 点 4 的 坐 
标 代入 这 个 方程 ， 求 得 p=4。 再 将 p 值 代入 方程 (6.19〉 ,得 

x*- By, 

129. 已 知 抛物 线 通 过 下 列 各 点 :1) (5, 2, 2) (74, 
2) ;3)(-2，-2) 。 求 顶点 为 坐标 原点 且 关 于 OX 轴 对 称 
的 抛物 线 的 方程 。 

130. 已 知 抛物 线 通 过 的 一 点 ， 1) 〈2，-3) 2)(-3, 
D 。 求 顶点 为 坐标 原点 ， 且 关于 OY 轴 对 称 的 抛物 线 的 方 
程 。 
131， 已 知 抛物 线 方程 为 y?= 6x 。 求 它 的 准 线 方程 。 
解 ， 由 抛物 线 方程 2 = 6x, 得 2b= 6, 即 = 3。 所 以 ， 


准 线 的 方程 为 x = - 之-， 或 2x +3=0。 


132. 求 所 物 线 的 准 线 方程 ， | 
D y2=8xj 2Dy'--9x, Dx'-4y, Dx! = 一 10y。 
133 .已 知 抛物 线 方程 为 %2=12x， 求 它 的 焦点 坐标 。 


解 ， 由 举 标 原点 到 焦点 的 距离 等 于 卫 。 根据 方程 y= 
12x,182p 7 12,1H IE P — 6, すこ 3。 于 是 得 (3，0)。 
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134. EIA PORTER A Ab 

1) yi=6xy 2) vy!» - Ax, 3)x2=14y 4)x?=-5y, 

135, Ju Us IHE ERI x = -3， 求 顶点 在 坐标 
原点 的 抛物 线 焦 点 的 坐标 。 

解 ， 由 坐标 原点 到 淮 线 的 距离 等 于 由 坐标 原点 到 焦点 的 


A E 


y! = 20x 对 应 的 准 线 方程 为 x= - テッ WU R ARA 


F(3, 0), 

136. Benito XE ZR ON) x92; 2) x7 7-8) 
3) y 54, 4) y 5 -6。 求 顶点 在 坐标 原点 的 抛物 线 方程 。 

137， 已 知 抛物 线 y? = 12x。 求 通过 抛物 线 的 交点 并 且 
E TARA. 

fü. dp o R R C LT AIRE AR 
Fa MWA RZE LU AI ETRA I t e ds 
(E78) 。 由 抛物 线 方程 ， 可 求 
得 焦点 的 坐标 ，y?= 12x，2p = 


12, $75 F(3, 0), 


ATRAS AE CEA 
坐标 ， 我 们 将 x =3 代 入 抛物 线 方 
fü; y =12x3=36, Hb yi.27 
土 6。 所 以 ， 臣 与 抛物 组 的 交 点 
的 坐标 为 Mi1(3，6) 和 (3, ~ 6)。 
EMIMINEEP2FM,=2x6 
=12, i 图 78 
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138 已 知 抛物 线 方程 为 y?= 20x。 求 过 抛物 线 的 焦点 且 
3E PEUT E gi He 
139. cR 34 y?= 16x 与 直线 4x -3y+8=0 的 交点 。 
fit. 为 了 求 抛物 线 和 直线 的 交点 的 坐标 ， 我 们 解 方程 
EM 
y*- 16x, 
1 €-»(x21, y DikK(x-4, y= 8)。 
4x-3y+8=0 
因此 ， 抛 物 线 与 直线 的 交点 坐标 为 (1，4) 和 (4，8)。 
140. 求 抛物 线 与 直线 的 交点 : 
1) 抛物 线 y?= 12x 与 直线 2x 一 y +2=05 
2) MaRy = 4x 与 直线 2x -3y+4=0。 
141. 求 两 抛物 线 的 交点 : 
1) y=x? 和 x= y? 2) y?=9x 和 x?=9y。 


§ 6。 顶点 不 在 坐标 原点 的 抛物 线 


顶点 在 点 (a，b)， 对 称 轴 为 平行 于 OX 轴 的 直线 ， 且 开 
口 方向 朝 右 的 抛物 线 〈 图 79a》 的 方程 为 
(y-b)?=2p(x—a) 。 (6.21) 
顶点 在 点 《a，6)， 对 称 轴 为 平行 于 OX 轴 的 直线 ， 且 
开口 方向 朝 左 的 抛物 线 《 图 566〉 的 方程 为 
(y-b)--2p(x-a), (6.22) 
MATER Ca, b) ， 对 称 轴 为 平行 于 OY WOAR, H 
开口 方向 朝 上 的 抛物 线 《〈 图 80a)》 的 方程 为 
(x-a)-2p(y-b) 。 (6,23) 
MARA Ca. D) ， 对 称 轴 为 平行 于 OY 轴 的 直线 ， 且 
开口 方向 朝 下 的 抛物 线 〈 图 805) 的 方程 为 
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(x- a2 -2p(y - b), (6.24) 
ESMAS, MALL 07 0—— p 为 由 抛物 
线 的 焦点 到 准 线 的 距离 。 


-b2 E 
ツー の ? = 2P( テ ーg) q-bi-yo-a, 


Y| 


gea =2p(9=b | as 


y 

hi DG 
— — y 
Xx 


(x -a)?- -2p(y -b) 


142， 已 知 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 于 OX 轴 ， 其 顶点 在 
4(1，2) 且 通 过 点 M(4，8) ， 求 抛物 线 的 方程 。 

fü. 根据 题 设 条 件 ， 所 求 的 方程 具有 方程 (4.21) 的 形 
式 。 由 于 点 M (4, 8) 在 顶点 的 右边 ， 这 就 意味 着 抛物 线 的 
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开口 方向 萌 右 。 为 了 计算 P， 我 们 将 点 4 和 点 好 的 坐标 RA 
方程 (6.21) ， (8-2)=2p (4-1) 。 由 此 得 ?=6。 然 
后 将 ?= 6 和 顶点 4 的 坐标 代入 方程 (6.21》, 得 所 求 的 方 
8. 

(y-2)?- 12(x- 1), 

143, 求 对 称 轴 平 行 于 OX 轴 的 抛物 线 的 方程 : 

D 抛物 线 通 过 点 MM(1，3〉 且 顶点 为 AA, -2); 

2) 抛物 线 通 过 坐标 原点 且 项 点 为 4(-2，-:4) 3 

3) 抛物 线 通 过 点 W(-3，-3) 且 顶 点 为 4(3，-1)。 

144, Bp VIRISDERICRCE fr T OV 轴 , 求 顶点 为 
4(-2，1) 且 通 过 点 W(5，- 6) 的 抛物 线 方程 。 

解 ， 根 据 题 没 条 件 ， 所 求 的 抛物 线 方程 县 有 (6.24) 的 
形式 ， 由 于 点 47(5, -6) 在 抛物 线 顶 点 的 下 面 ， 这 就 意 味 
着 抛物 线 的 开口 方向 朝 下 。 为 了 计算 2， 我 们 将 顶点 4 和 点 
M 的 坐标 代入 方程 (6.24) 1. 《5+2)?= -25(-6-1)， 由 


此 得 p = ?》 。 然 后 将 求 得 的 值 和 顶点 4 的 坐 款 代入 方程 


(6.24) ， 得 所 求 的 方程 为 ， 
(x+2)?= -7(y-1) , 

145， 求 对 称 轴 平行 于 O7 轴 的 抛物 线 方程 ， 

1) 抛物 线 通 过 点 履 ( 一 6，8) 且 顶 点 为 4(2，4)s 

2) 抛物 线 通 过 坐 款 原 点 且 顶 点 为 4 (5, — 5)， 

3) 抛物 线 通过 坐标 原点 且 顶 点 为 G, 5. 

146. 如 果 抛 物 线 的 顶点 在 点 4(2，3》， 而 旦 焦点 在 点 
(6，3) ， 求 抛物 线 的 方程 。 

解 ， 根据 题 设 条 件 ， 册 于 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 于 OX H 
〈 顶 点 和 焦点 的 纵 坐 标 相同 ， 所 以 都 在 乎 行 于 O 磊 轴 的 直 线 
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上 ) ， 那 么 所 求 的 抛物 线 方 程 具有 (6.21) 的 形式 。 而 抛物 
线 的 开口 方向 朝 右 〈 焦 点 在 顶点 的 右边》 。 由 于 抛物 线 的 顶 


点 和 焦点 之 间 的 距离 等 于 上 上 ， 那 么 如 =6-2 = 4， 由 此 得 


P= 8。 我 们 将 项 点 A 的 坐标 和 求 得 p 值 代入 方程 (6.21) ,得 ， 
(y—3)= 16(x— 2)。 

147， 求 顶点 在 点 4， 焦 点 在 点 已 的 抛物 线 方 程 。 

D Al, 6), FC-2, 60, 2)4(3。 -2), F (3,0), 

8) AC- 1, D, F(-1, -4), 

148， 求 顶点 在 点 4(4，6)， 而 准 线 为 直线 x= -2 604 
物 线 方程 。 

解 ， 根 据 题 设 条 件 ， 因 为 抛物 线 的 准 线 乖 直 于 OX 轴 ， 
所 以 抛物 绥 的 对 称 轴 平 行 于 0O 苞 轴 ， 而 抛物 线 的 开口 方向 朝 
右 ( 准 线 在 顶点 的 左边 )。 因 而 所 求 的 抛物 线 具 有 方程 (6.21) 


的 形式 。 因 为 由 叭 线 到 顶点 的 距离 等 于 也 ， 那 么 去 的 值 等 于 


抛物 组 的 准 线 机 坐标 与 顶点 横 您 标的 绝对 值 之 和 ， 即 全 = 


1-29 +4= 6。 由 此 得 Pp= 12。 我 们 将 点 4 的 坐标 积 求 得 的 p 
値 代入 方 程 (6.21) , 得 : 
(y- 6032 24( メ ー 4), 

149. 求 抛物 线 的 方程 ; 

1) 顶点 为 (1，3) ， 准 线 方 程 为 v= 53 

2) 顶点 为 (-2，4) ， 准 线 方程 为 y>= -2， 

3) 顶点 为 《-3，5) ， 淮 线 方 程 为 y>= 7。 

150， 求 抛物 线 的 方程 

D 关于 OX 轴 为 对 称 ， 顶 点 为 《3，0) ， 而 准 线 为 OY 
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s 
2) 关于 OX 轴 为 对 称 , MEA Co 4, 0), 而 准 线 为 


直线 x= 2 

3》 关 于 OY 轴 为 对 称 ， 顶 点 为 《0，2)， 而 准 线 为 OX 
$i 

4) 对 称 轴 为 OY 轴 ， 顶 点 在 《0，- 2)， 而 准 线 为 直线 
y= — 53 

5) 对 称 轴 为 OF 轴 ， 顶 点 在 O, -3), TMTE 线 为 OX 
轴 。 


151. 求 抛物 线 的 方程 ， 

D 焦点 在 点 〈- 6，- 1)， 而 准 线 方程 为 x= 23 

2) 焦点 在 坐标 原点 ， 而 准 线 方程 为 x= - 4 

3) 焦点 在 〈2，2) ， 而 准 线 方程 为 ?= -4 

4) 焦点 为 坐标 原点 ， 而 准 线 方程 为 y= 4。 

152. 已 知 抛 物 线 的 方程 x? 一 8x - 4y + 28=0， 求 其 顶点 
的 坐标 。 

解 ， 我 们 将 这 个 方程 化 为 方程 (6.23) 的 形式 。 为 此 ， 
我 们 进行 下 列 变 换 ， 

xi-8x-24y-28, x1 - 2X Ax cA 2 Ay - 28 + 4% 

(x—4)*=4(y— 3)。 

由 此 得 a= 4, b23, 2p=4; A (4，3)。 

153. 求 抛物 线 的 顶点 坐标 : 

D xi-6x-6y-2120, 2) x?+8x+5y+21=0。 

154. Egi) RT Ey! -6y- 12x +33=0， 求 它 的 顶 
点 坐标 。 

解 ， 我 们 将 这 个 方程 化 为 《6.21) 的 形式 。 为 此 ， 我 们 
可 类 似 地 完成 在 152 题 中 进行 的 变换 ， 
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y?- 6y- 12x +33 = 0; y2- 2x 3 y -3!- 12x - 33 +32; 
(y— 3)2= 12 (x-2), 
由 此 得 a=2, b=3, 2p=12; A(2，3)。 
155. CUR ARE yt e6y x 15-0, R E HM 
点 坐标 。 
156. RIU y? + 4y — 24x +76=0 的 焦点 坐标 。 
解 ， 我 们 将 抛物 线 方程 变换 为 方程 (6.21) 的 形式 
y2+47y= 24X 一 765 y 42x 2x +2*=24x- 76 +22; 
(y+2)=24 (x- Do 
HAG, —2), 2p=24, の =12。 
由 抛物 线 的 顶点 到 焦点 的 距 


高等 手 と = デジ =6。 焦点 的 横 从 


UX 
——— 
|AG,- DF (9-2 


标 等 于 3 + 去 =3+6=9。 因 为 


抛物 线 的 开口 方向 朝 右 ， 那 么 它 
的 焦点 在 顶点 的 右边 ;由 于 抛物 
线 的 对 称 轴 平 行 于 OX 8h. WA 
焦点 的 纵 举 标 等 于 项 点 的 纵 比 图 81 
ds (图 81》， 因 此 ， 焦 点 为 F O, -2)。 

157. 计算 抛物 绥 的 焦点 坐标 ， 

D yi-8y-8x-8=03 2) y!- 12x - 3670, 

158. 计算 抛物 线 的 焦点 坐标 : 

1) x?+10x+8y+41=0; 2) x?*- 6y-9=05 

3) x*- 4x - 16y +68=00 

159. 已 知 抛物 线 y? 一 6y 一 8x 一 7=0， 求 它 的 对 称 轴 的 “ 
方程 。 
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B. 已 知 抛物 线 的 对 称 轴 通 过 它 的 顶点 且 平 行 于 OX 
轴 。 我 们 将 抛物 线 的 方程 变形 为 方程 《6.21》 的 形式 ， 计 算 
顶点 坐标 ， 

?2~6y=8x+7; y?-2x3y+3%=8x+7 +3? 

( ッ ー3)2= 8(x+2) o 

由 此 得 g=ー2, 0-3, 4(-2，3)。 由 于 抛物 线 的 对 称 轴 通 
过 顶点 4(- 2，3)， 所 以 它 的 方程 为 ; 

I アニ 3。 

160. ROA 

1) y?-10y-10x+5=03 2)x2+16x-18y+100=0。 

161. 已 知 抛 物 线 y? 一 4y -20x +24=0， 求 它 的 准 线 方 
程 。 


解 。 抛物线 的 准 组 通过 到 它 的 顶点 的 距离 为 鼠 的 点 ， 且 


垂直 于 对 称 轴 。 我 们 由 抛物 线 的 方程 求 p; 
y?-4y=20x- 243 y?-2Xx2y+4=20x-—24+ 4j 
(y-22?=20(x- 1). 


由 此 得 a=1, b=2; AC, 2) y 25520, チー=5。 


抛物 线 的 对 称 轴 平 行 于 OX 轴 ， 而 其 开口 方向 朝 右 ， 所 
以 准 线 在 顶点 的 左边 。 因 为 由 顶点 到 OY 轴 的 距离 等 于 1， 
而 由 顶点 到 准 线 的 距离 等 于 5 ， 所 以 它 同 样 在 坐标 原点 的 左 


边 。 准 线 的 横 坐 标 等 于 -~ 1= 5 一 1= 4; 取 负 号 时 的 值 ， 
所 以 准 线 方程 为 


x=-4, 


162, 求 抛物 线 的 准 线 方程 ， 
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D y'-2y-10x*1170; 2) y?+8y+8x+-32=0; 

3) x2-6x+2y+7=0, 

163. 作 抛物 线 x2- 2x- y-8=0 

解法 工 ， 我 们 将 方程 y=x2- 2x-8 变 为 方程 (6.21) 
的 形式 ， 求 项 点 坐标 : 

x-2xytB8i x2-2x+1=y+8+1; 

(x—1)?= y+9。 
由 此 得 a=1, 6= -9 AC, 
-9) 。 

我 们 来 求 抛物 组 与 OX 轴 和  -25 
OY 轴 的 交点 (一 2，0)，(4， 
0) 和 (0，~8), 从 而 得 到 擅 
物 线 的 一 些 特殊 点 《2，0) ， 
(0, -8), Q, -9) 和 a, 


(0, - 8) 


0〉。 毛 照 这 些 点 ， 我 们 可 作出 A (Ls -8) 
以 x = 1 为 对 称 轴 的 抛物 线 (图 图 82 
82) 。 


解法 II，《〔 利 用 抛物 线 与 OX 轴 相 交 的 条 件 》 

设 y=0， 可 得 方程 x*? - 2x 一 8=0， 它 的 根 为 x1 = -2 和 
x= 4。 抛 欧 线 顶点 的 横 坐 标 等 于 抛物 线 与 OX 轴 两 个 交点 
的 横 举 标的 算术 平均 值 ， 


xpa” aña = 我 们 将 顶点 模 坐 标的 值 代 


入 已 知 方程 ， 可 求 得 顶点 的 纵 坐 标 ， 
ygag715-2x1-87 -9, 4(1，-9) 。 
我 们 采用 作法 工 的 方法 补 齐 其 它 点 ， 作 出 抛物 线 。 
164, VWH R: 
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D x'-2x-y-8-720, 2) x?+8x+4y=03 

3) y?-4x+2y=05 4) x?-6x-6y-3=0, 

( 在 最 末 -- 題 中 , 88002250 X BEA RAR 似 值 
精确 到 0.1) 。 


$7. 曲线 的 切线 和 法 线 


设 在 曲线 y= / G0 上 给 定 一 点 Me(xo，y)， 那 么 yo = 
f Cx) (图 83) 。 
当 x = xo 上 时， 时 阔 数 y = /(x) 等 于 通过 曲线 y=f/(x) 上 
横 坐 标 为 点 xo 的 切线 的 斜率 ， 即 
R,-.0 7 y' «-207 /' (xo) =tga， 
这 里 a 为 曲线 上 过 点 M。(xo。，yo) 的 切线 与 OX 轴 的 正方 向 
之 间 的 角 。 
曲线 y= f(x) 在 点 MMo(xo，yo) 的 切线 方程 为 
y~ yo? /! (x)(x xo). (6.25) 
过 切 点 Mo(xe，y)》 且 垂 直 于 切线 的 直线 称 为 曲线 y= 
fx) 在京 (xzo，yo) 的 法 线 ( 图 83) 。 
曲线 y = F(x) EAM o yo) 的 法 线 的 方程 为 
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1 
cg ura x Cx- xo — Cf'Gu0 7:00, (6.26) 


曲线 在 每 一 点 的 方向 可 由 在 这 点 的 切线 方向 来 确定 。 所 
以 为 了 求 曲 线 在 已 知 点 的 倾斜 角 ， 就 应 计算 过 这 点 的 切线 与 
OX BZ If (图 84) 。 

由 直线 与 曲线 的 交点 所 引 的 则 线 的 切线 同 直线 之 间 的 夹 
角 称 为 直线 与 曲线 之 间 的 交角 。 

过 两 条 相交 曲线 的 交点 所 作 的 这 两 条 曲线 的 切线 之 间 的 
角 称 为 这 两 条 相交 此 组 之 间 的 角 (图 85》。 

165. 求 过 抛物线 y= Y 
2x? 上 横 坐 标 为 1 的 点 所 作 
的 切线 的 斜率 。 r 

f. 为 了 计算 抛物 减 
y= 2x2 的 切线 斜率 ， 我 们 可 
求 函数 y = 2x? 的 导数 并 计算 
它 在 x= 1 时 的 值 ; 

y'= (2x?) '=4%3 y'..37 4X174 
k=tga=Y' ,-17 lo 

166. RUMOR y=- xb > 20 0 2 8 
率 。 

167. 求 过 抛物 线 y= xt - 3x + 2 上 的 点 x=3 的 切线 铬 
率 。 

168. 求 在 点 x= 1 时 抛物 线 y = x x+1 对 于 OX 轴 的 倾 
fo $ 

解 ， 为 了 计算 曲线 在 已 知 点 的 倾角 ， 我 们 要 确定 过 这 点 
的 切 组 与 0X 轴 交 成 的 角 。 

求 函 数 y =x2- x+1 在 x= - 1 时 的 导数 ， 


图 85 
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y 23x-1, y sn 17 2 CC D -1=-3e 


ERWA ARTO B ES BUR: 
k=tga= y's--17 73; tga= -3 
a7108^26', 


169. EL y = x^ - 2x 在 点 x= RETO X Si i M f 
170. 求 曲 线 y = x TE zx = -2 所 作 的 切线 对 于 OX 轴 的 
倾角 。 


171， 求 曲线 y = sinx 在 点 x = 了 所 作 切 组 对 于 OX 轴 
的 倾角 。 
解 ， 求 函数 》 = sinx 在 x= 一 3- 时 的 导数， 


1 
y! 7cosx, UU UE ME 


切线 在 点 x= 一 5 的 倾角 的 正切 等 于 广 ， 即 k=t8a= Log 
此 得 


a= arctg y -26*34' 《图 86)。 
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172. 求 尖 线 y = sinx 在 点 MAR TOX 
的 倾角 。 
173， 如 果 切 点 为 ，1) x 5-5 2) x= 一 全 ， 求 曲线 


yy=tgx 的 切线 对 于 090X 轴 的 倾角 。 
174. 抛物 组 y = x?:+x 与 OX 轴 交 成 怎样 的 角 ? 
解 , 我 们 先 求 抛物 线 y = x? + x 与 OX 轴 的 交点 ， 为 此 ， 
解 方程 组 ， 
yx 4x, 
( A <>(x=-1, y 0(x-»0, ッ =0)。 
y= 
这 就 意味 着 抛物 线 与 OX 轴 相 交 于 点 4( 一 1,0) 和 OC0， 
0) (E8 。 求 出 在 这 些 点 的 切线 斜率 ， 
y = (x? +x) 22x £1; RK,..122*(- D * 12 - 15 
RAR-0=2x0+1=1。 
. 求 抛物 线 在 交点 与 OX 轴 组 成 的 角 ci 和 az: 
tgai= 1; a1=135% tgaz= 1, a2= 45^, 
175. 抛物 线 y = x* +20 8 与 OX 轴 交 成 怎样 的 角 ? 
176.- 求 曲线 y=sinx 与 OX 轴 相 交 于 下 列 的 点 时 所 成 的 
1) x=0; 2) x=", 

177. RH Xy = lnx 在 与 OX 轴 的 交点 所 成 的 倾角 。 
解 ， 我 们 先 求 曲线 y= Inx BOX 轴 的 交点 。 在 这 点 ， 
Inx = 0。 由 此 得 x= 1 (图 88) 。 : 

计算 在 点 x=1 的 切线 的 斜 
率 : 


2 1 1 
(lnx) :-1= (人 “is 7=l 


角 


我 们 来 求 切线 在 曲线 y= In O X SR PARE RARA s 
tga= 1, a=45% 
178. WR: D 曲线 y= lsx 与 OX 轴 相 交 ，2) 曲线 y = 
e sz 与 OY 轴 相 交 ， 那 么 它们 的 候 角 仿 崇 ? 
179. 过 抛物 线 y = 3x? 一 x 上 的 点 x= -1 引 切 线 和 法 线 ， 
求 它们 的 方程 。 
解 : 为 了 建立 切线 的 方程 ， 我 们 求 出 点 1 的 纵 坐 标 和 过 
点 村 所 作 的 切线 的 斜率 。 
为 了 求 曲线 上 点 好 的 纵 坐 标 ， 我 们 将 x= — 1 的 值 代 入 抛 
物 线 方 程 : 
ys.-1289*C€7 12-7 (- 0024, M1, 4) 。 
然后 我 们 计算 切线 和 法 线 的 斜率 ， 
有 切线 = y -1= Gx*^- x) oa (a Dt 
= 6-1 -1=-7; 


hu i, 
我 们 将 点 M 的 坐标 和 /切线 与 8 法 线 的 值 代入 方程 (6.25) 
$n (5.26) ， 得 


ッ ー4=ー7 (x+1) ,或 7x+y+3=0 
《切线 方程 》 和 


y-4-4 (x+1) , 或 x-7y+29=0 


ERKE) 。 
180, RIVER y = 00? ?x+10 在 点 x= 4 的 切线 和 法 R 
的 方程 。 
181. 求 有 曲线 y = 2x: 在 点 x= -~ 1 的 切线 和 法 线 的 方 程 。 
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2 2 
ES E 1 在 点 〈- 3，.- 4 的 切线 和 


法 线 的 方程 。 
解 ， 将 椭圆 方程 的 两 边 对 x 进行 微分 ， 从 而 研究 y 为 x 的 
怎样 函数 ， 


2 2yy! 
z6X 之 20, 8x *9yy'! =0。 


f y! 2 
由 此 得 y A 9y? 


mim! ミー MILLE a abe 
bu Y oro -3 9*(— 4) 3! 


由 此 得 

y+4= -3 (x+3) , 或 2x+3y+18=0 
(切线 方程 》 和 

EE (x3) , K3x-2y 41-20 


ESTE) o 
153, 求 切 线 和 法 线 的 方程 : 
D 过 圆 x2+ y?= 25 上 的 点 《一 3，4); 
2) Ax? + y2= 169 上 的 点 (12, -5); 


x? y? 
3) RUM, tpg TIERA ss 3 
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x* y? 


4)》 过 双 曲 线 - 16 gr “1 上 的 点 (-5, 6)s 


5) 过 抛物 线 y?= 8x 上 的 点 (2, 4)， 
6) 过 抛物 线 y?= 9x 上 的 点 0, 3); 


D 过 抛物 线 yz= 6x 上 的 点 (2, s). 
184. 求 切线 和 法 线 的 方程 ， 
1) 过 曲线 y= sin3x 上 的 点 E 0); 


2) 过 曲线 y= sin 性 ~ 上 的 点 (a, 2), 


3) 过 曲线 y= cos3x 上 的 点 rm 2 ) 


185， 已 知 抛物 线 y = x? 一 x ~12 上 一 点 的 切线 与 OX 轴 
TERRAS "和 角 ， 求 这 点 的 坐标 。 
解 ， 过 已 知 点 的 切线 对 于 OX 轴 的 倾角 的 正切 为 : 
tga= y! =(x?-x- 12) = 2x - 1, 
根据 已 知 条 件 ， 角 a 等 于 45", W A tg45°=2x-1, 或 
1=2x 一 1。 由 此 得 x=1。 
于 是 ， 所 求 的 点 的 纵 坐 标 为 
Ys-1= (2 ター メー 12) su1= 12-1-12= -12; 
因而 所 求 的 点 的 坐标 为 M A, -12) o 
186. INMI y = x?*+3x 一 10 上 一 点 的 切线 与 OX 轴 
组 成 135" 角 ， 求 切 点 的 坐标 。 


187， 已 知 曲线 y= sinx (0<x< E) 上 一 点 的 切线 
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与 0X 畏 组 成 的 角 为 arctgx33， 求 这 点 的 坐标 。 
188. MHR y =x- 2x - 8 上 求 一 点 M， 使 过 这 点 的 
切线 平行 于 直线 4x +y+4=0。 
解 ， 求 抛物 线 切线 的 斜率 ; 
k= y’ s(x'-2x—8)! 22x-2, 
求 已 知 直 线 的 斜率 ， 
4x+ y+4=0; y=—4x— 43 を = ニー4。 
BUT 354722004928. AAA, MACIE 
F: la 2= -4。 由 此 得 切 点 的 横 坐 标 x = — lo 
切 点 好 的 纵 坐 标 可 由 抛物 线 方程 求 得 ; 
yuc-i= (7 12?-2:(- 12-872 - 5j 
M(-1,-5) (W89 o - 
189. AMAR y = 一 x?*+7x 一 10 上 求 一 点 ,使 过 这 点 
的 切线 平行 于 直线 x+ y--1=0。 
190. 过 抛物 线 y = — xt 4 上 怎样 的 点 所 作 的 切线 垂 直 
于 直线 x- 2y+2=0?7 
191. 计算 抛物 线 x2 - 4y = 0 与 直线 x- 2y + 4= 0 在 交点 


Mry+ 420 


图 89 图 90 
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组 成 的 锐角 。 
解 ,我 们 先 求 抛物 线 与 直线 的 交点 ,为 此 ,我 们 解 方 程 组 ， 


X2 一 4y= 0， 
{ >(z=ー2, y= 1) 或 (x=4。 アテ 4)。 
x-2yt4-0 
因此 ， 抛 物 线 与 直线 的 交点 为 4(-2，1)》 ABU, 4) 
《图 90) 。 
我 们 来 求 已 知 直 线 的 钳 率 ， 


x= 2y+4=0; y= A +2, ん = i. 
然后 我 们 计算 过 点 4( - 2,1) 和 万 (4，4) 的 切线 的 斜率 。 
将 抛物 线 方程 改写 为 y= 小 x?， 求 得 = y S ire 


RADAR o ED = 一 1 


过 点 刀 的 切线 斜率 为 -4= っ *4=2。 

抛物 线 与 直线 在 点 4 的 交角 ， 可 按 这 样 两 条 直 组 的 夹 角 
A = -1( 切 线 在 点 4 的 斜率 )， 
3 —dR HABBO y (直线 的 斜率 》: 


1 
E テー(-1) 
(27 kı 2 =3, 917 71?34', 


Sar! 
tgP1= 十 有 


14D) 
可 类 似 地 求 得 抛物 线 与 直线 在 点 B 交 成 的 角 : 
1 
yal 
2 _3 X 
tg の s ニ ーー 2=36°527。 
t gerd O 
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192. 计算 抛物 线 y* 一 x = 0 与 直线 x+y- 6= 0 在 交点 组 
成 的 锐角 。 

193. HI y? 4x 与 **= oen s B E i 
fh 


解 ， 我 们 先 求 两 条 抛物 线 的 交点 。 为 
此 ， 我 们 解 方程 组 ， 


y= 4x, 
hores y=0) 


或 (x=1，y=2)。 
因此 ， 两 条 抛物 线 的 交点 为 OC 0 ，0 ) 和 
4,2) (图 91)。 

为 了 求 两 条 相交 抛物 线 之 间 的 角 ， 我 91 
们 可 求 过 它们 的 交点 的 两 条 切线 之 闻 的 角 。 为 此 ， 我 们 来 计 
算 过 抛物 线 交 点 的 切线 斜率 。 抛 物 线 在 点 O Co, 0) 的 切 
线 为 OX 轴 和 OY 轴 ， 因 此 抛物 线 在 这 个 点 相交 成 直 角 ， 为 
了 求 抛物 线 y?= 4x 在 点 4 的 切线 斜率 ， 我 们 将 它 的 方程 改写 
为 ?= 2w x 《由 于 抛物 线 在 第 I 象限 相交 ， 所 以 根 号 前 取 
E), 


' I 
key! D ET ん 。- ュ モッ 2.1” lo 


UE E TA 


将 它 的 方程 改写 为 ?= 2x2， 从 而 有 
k=y'=4x3 Reis y 。- ュ ニー4X1 ニ 4。 
最 后 我 们 根据 A: = 1 和 ks = 4 来 计算 两 条 切线 之 间 的 角 ， 
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-kezi 471 _3_06 
1807 ak 144x1 5 O83 


9 = 30°58’ 。 
194, 计算 两 条 抛物 线 交 成 的 锐角 ， 
D y=x? 和 x = y% 2) y2=4x 和 2x2=27y。 
195， 求 曲线 y = lgx 与 直线 y = 1 交 成 的 锐角 。 


$8. 综 d 题 
196. Md B x? y*-12x—-6y -29 2 Oflüx* + y? Ax 
*6y +4=0 的 图 心 所 作 的 直线 与 OX 轴 相 交 。 计 算 这 条 直线 
与 OX 轴 的 交角 。 
197. RAA x? + y?- 4-16 y +32=0 的 圆心 和 椭圆 


ーー =1 的 两 个 焦点 的 两 条 直线 的 交角 。 
198. TUERI c 12y * 36 = 0 KALC xt T 
ーー =1 的 长 轴 和 短 轴 的 视角 。 


199. 直线 3x- y +16= 05 Mx? + y? +2%—6y-40= 0 
ad: UI SE 
矩形 各 边 的 方程 。 


E N 

201， 在 圆 x?+ y=4 中 作 正 三 角形 ， 使 它 的 一 个 顶点 的 
det de ane 

202. Fu 1 E ; += LM 


36 
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点 的 直线 的 方程 。 

203， 试 计算 本 圆 5D. = 1 的 内 接 正方 形 的 面 
8. 

204, EAWBI-23- 5 = 1 t HEURE S HR 
RAN, MOTIORCAHEOEUSTOR. 

205. RITA + = 1 的 焦点 ， 而 焦点 为 精 
加 顶点 的 双 曲 线 的 方程。 


206， 求 双 曲 线 -学 - - 227 - 1 的 顶点 到 它 的 渐 近 线 的 


距离 。 

207. 已 知 椭 阅 通过 点 (5 2 ，4 vw 2)， 而 它 的 焦点 
在 等 轴 双 曲线 xz - y?=18 的 焦点 ， 求 椭圆 的 方程 。 

208. 已 知 两 条 抛物 缓 以 坐标 原点 为 公共 顶点 ,而 它们 


BASES G, 0 和 Fs (0 ，8 )， 求 这 条 抛物 线 的 交 


209, B Ex? + y? = 20 和 抛物 线 x*= 87 相交， 求 它们 
的 公共 弦 的 方 程 。 

210. 由 点 O 沿 着 与 水 平 线 成 锐角 的 方向 抛 出 一 物体, 
它 的 运动 轨迹 为 抛物 线形 状 。 物 体 的 落地 点 到 点 O 的 距离 为 
40 米 。 如 果 物 体 达 到 的 最 大 高 度 为 25 米 ， 求 抛物 线 轨迹 的 参 
数 〈 不 计 空 气 阻力 ) 。 
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小 
第 一 组 | 
1) 求 由 Mx y?- 4x4 2y 1 
- 24=0. ER RA (3, D 所 引 | 
的 半径 的 方程 。 
2) 巴 知 横田 的 焦点 在 0X 轴 
上 ， 两 个 焦点 间 的 距离 等 于 20， 


BORET, RADOI 
3) 已 知 曲线 的 方程 为 

x* y! 

"a bh 求 它 的 离心 率 。 
0 BN ALME EOS 

y -2y+16x+65=0, RE H X 


称 轴 的 方程 。 
5) 已 知 抛物 线 的 方程 为 
x'F6x-12y ~ 3=0， 求 它 的 准 线 


方程 
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Mm E 


第 二 组 
D RIA x + y ~2x+4y 
-13=0 上 的 点 4 (- 2, D 所 作 
的 切线 的 方程 。 


2) EAM MKD E 


FERE e 
tjo =1， 求 它 的 离心 率 。 


3) 已 知 双 曲线 的 焦 点 在 OX 
轴 上 ， 焦 点 间 的 距离 2c= 90， 渐 


近 线 为 y= iue. RU 


的 方程 。 

4) 已 知 抛物 线 的 方程 为 
xs 十 6x 十 20y ~51= 0， 求 它 的 对 
称 独 的 方程 。 

5) 已 知 抛物 线 的 方程 为 
y2+8y+28x+72= 0， 求 它 的 准 
Aj iE. 


第 三 篇 立体 几何 
第 七 章 空 B 向 量 


$1。 基本 概念 、 空 间 直角 坐标 系 


1. 空间 向 量 

和 空间 里 的 同一 条 射线 同 向 的 所 有 射线 的 集合 称 为 空间 
的 方向 。 . 
EDO MBA LM v, 使 射线 [MIM 0 与 射线 C4B) 
同 向 且 距 离 [M Ml 与 距离 LAB] 相等 。 这 样 的 空间 变换 称 为 
由 不 重合 的 点 组 (A,，B) 所 确定 的 向 量 (平移 )。 

空间 向 量 有 下 列 性 质 ， 

D 向 量 可 以 滑动 ， 

2) 向 量 将 射线 映射 成 与 它 同 向 的 射线 ， 将 直线 映射 成 
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与 它 平行 的 直线 ， 将 平面 映射 成 与 它 平行 的 平面 。 

三 个 非 零 向 量 的 方向 分 处 于 平行 于 同一 平面 的 三 条 直线 
上 ， 称 这 三 个 非 零 向 量 为 共 面向 量 。 

在 三 个 向 量 中 仅 有 一 个 零 向 量 时 ， 也 认为 这 三 个 向 量 是 


共 面 的 。 
空间 里 的 任 一 向 量 d 可 以 按 三 个 不 共 面 的 向 量 a, bfc 

进行 分 解 : 
d= xa+yb+2zc, (7,1) 


2. Seg A EGRE 

假设 在 空间 里 给 出 三 个 两 两 垂直 的 单位 向 Wi, JMR, 
它们 具有 同一 原点 0 (092). KPEE h ERI ZY 
正 交 基 础 向 量 。 原 点 0 和 正 交 基础 向 量 的 总 体 称 为 空间 直角 
坐标 系 。 

向 量 a 在 基础 向 量 G, j, E) 上 可 分 解 为 ; 

a=xi+yj+zho (7.2) 

E EEES HEU 
HOM =o 的 胸板 。 

如 果 OM =a= Cx, y, D ， 则 可 写 为 M (a, y2), 
其 中 x 称 为 横 坐 标 ，y 称 为 纵 坐标 ，z 称 为 点 M 或 向 量 OM = 
a 的 z 举 标 。 向 量 的 原点 0 称 为 坐标 原点 。 向 量 :，j，k 所 确定 
的 轴 称 为 坐标 轴 ， 而 通过 两 条 坐标 轴 的 平面 称 为 坐标 乎 面 。 
给 出 了 坐标 系 的 空间 称 为 坐标 空间 。 

坐标 平面 将 空间 中 不 属于 它 的 点 分 成 八 个 部 分 ， 称 为 八 
个 卦 限 。 

坐标 平面 上 的 点 有 一 个 坐标 等 于 零 ， 坐 标 轴 上 的 点 有 两 
个 坐标 等 于 零 ， 坐 标 原点 的 三 个 坐标 都 等 于 零 。 

空间 里 每 个 卦 限 的 点 的 坐标 符号 如 下 玫 ; 
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10% i Ha; 所 アヤ PP 那么 这 个 向 量 可 以 用 楼 

长 分 别 等 于 «b. vl, 上 的 直 六 面体 的 对 角 线 来 表示 
《图 93) 。 

正 交 基础 向 量 C8. j, f) 中 ， 每 个 三 数组 (x，y，2) 
都 确定 唯一 的 一 个 向 量 ， 这 三 个 数 就 是 向 量 的 坐标 。 

根据 正 交 基 础 向 量 的 定义 ， 我 们 有 

ij=isk=jk=0, 
ジー カー ジー1。 

RM E ARA Gea yas 74) E RAE Cos, 
ys. za) ， 那 么 向 量 a = 4 的 坐标 等 于 点 4 和 点 五 的 相应 的 
AM ERA ZR: 
as AB= (xg— X4, Ya-Ya, 23-24) (7.3) 
或 者 号 作 。 i 

a=AB= (xo- x4) i+ (ツア ョ ー タ 2) j 
+(zg-z4)k, (1.0 

3. 向 量 坐 标的 运算 法 则 

如 果 在 基础 向 量 (7。 j, A y 中 给 出 向 量 wc = (xs, Y 19 21) 
和 65= (xi ys, 22) > WA: 

两 个 《或 多 个 ) 向 量 和 的 坐标 等 于 各 个 加 数 相 应 坐标 的 
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和 , EN 
atb= (x1i+ xp yit yr 21922) 3 
BAT AA EPA p BA Aa, 即 
a-b= (xi- xj, Yi yn) 21720 5 
数 与 向 量 的 乘积 的 坐标 等 于 已 知 向 量 相应 的 坐标 乘 以 这 
个 数 ， 
ma= (Mxj, mys, Mz) o 
4. 两 个 向 量 共 线 的 条 件 
两 个 向 量 a = (Gu, yi 20 和 4= (xs, yi, z2) HA 
的 条 件 为 


X1=3MXz, Y1=MYzx, 21=M2z0 (7.5) 
如 果 m> 0 ， 那 么 向 量 a 和 6b 同 向 ， 如 果 m 过 0， 那么 向 
量 a 和 b 反 向 。 
5, 向 量 的 长 


向 量 a 的 长 〈 两 点 间 的 距离 ) 可 按 下 列 公式 计算 ; 
a= |AB| 2 / Cxa- xa)? * Cyn ya)? zm 7 24) 5s 
(7,6) 


向 量 w 的 向 量 半径 的 长 可 按 下 面 的 公式 计算 
lal =x2+y2+z2 o (7.7) 
6. 线段 的 定 比 分 点 
如 果 点 C 分 线段 4B 为 14Cl + CB] =4, MARCH 
标 可 按 下 列 公式 计算 ， 


Ha thx 
1+4 ' 


2X4 tÀYs 
xe yes 1+4 『" 


ニタ 4 す 42』 : (7.8) 
1+2? 


zc 
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如 果 4= 1 ， 那 么 可 得 计算 线段 中 点 坐标 的 公式 ， 


X4 t ÀXn Yat ys 
xo= Ha FAX A 
2 2 
¿0= fa, (7.9) 


7. ROA 
dada 23 ERMO, OY ，02 组 成 的 角 可 按 下 


列 公 式 计算 ， 


cosas És A 
la] Y x? ybi 
cos = M — ニーーーー o aM 
d lal Y ata ytz? 
cos? = — 2 e a e (7.10) 
! Vx yd zi 


EEE RS f UE S CAO I RE 09 I RIK o 
1E 675 158] e 2 MA TAN 

cos?a + cos?B + cos?y = 1, (7.11) 

1. UAHCÉREABMEABCD- 4BiCiDie 指出 在 射线 
4B，4D，44，BC，BBI，CiDi，CIC，4Di 中 ，1) 哪 
些 同 向 2 哪些 反 向 。 

2. 己 知 四 面体 4BCD， 指 出 在 射 RAB, AC, AD, 
CDw, 1) 哪些 同 向 ，2) 哪些 反 向 。 

3. 已 知 平 行 六 面体 4BCD- AuliciDs, 由 下 列 已 知 点 
EHAR: D 由 点 4 作 向 量 CD; D 由 点 81 作 向 量 48; 3) 
Hi CAE f] E AL 
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4. _ 已 知 四 面体 4BCD， 由 下 列 点 作 向 量 ，1) 由 点 C 
作 向 量 A8， 2) 由 点 D 作 向 量 4C， 3) 由 点 8 作 向 量 D4。 

5. 由 下 列 图 形 的 顶点 组 成 的 所 有 可 能 的 有 序 点 对 给 出 
了 多 少 个 向 量 ，1) 平行 六 面体 ;2) 四面 体 , 3) SRE. 

6。 在 平移 4B8 的 情况 下 作 四 面体 48CD。 

7. 在 平移 4C 的 情况 下 作 平 行 六 面体 4BCD- AB: 
CaDi。 

3, 已 知 四 面体 4BCD， 求 下 列 向 量 的 和 ， 
D BC*CD DA, 5) 4 の + DC «CB, SAB- BC «CD 
+DA, 

9， 已 知 平行 六 面体 4BCD- 4 の Ci:。 求 下 列 向 量 的 
和 : 

1) BO +CCi+ CB, CB + Bii + AD, + DiC 

3) 40,+D,4+ BD, +D1D, DW DiC + A41+CB 
+GiC。 

10, 已 知 三 棱柱 4BC ~ 41B1C1， 求 下 列 向 量 的 和 : 


1) AB + BB B,C; 2DACI¡+C1B+BA1; 


3) AB +BC +CC, + CB Pis, 
11, 车 MM 为 线段 48 的 中 点 ，0 为 空间 任意 一 点 ， 求 证 。 


OM = Daris, 


12、 己 知 四面 体 48 ど り , ixi s Bf SS RA A5 B9 


am: DAD, 2 CD; 3) AB. 0 AC, 
13, 在 空间 中 的 平面 43C 外 取 二 ; AO, 试 由 点 0 作 FS 列 
E: D UB- JA; 2) -0C - UB, 3) OA- OB=UC, 
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14. 已 知 四 面体 48CD， 证明; AD+BC=BD+AC, 

15, 已 知 平行 四 边 形 48CD 和 和 它 的 外 面 任意 一 点 0, 证 
Wi, 04+0C=08+0D, 

16， 若 好 为 三 角形 4BC 的 中 线 交 点 ，0 为 空间 里 的 任 


总 一点 ， 证 明 ， eiu OA SOR +00 
fi. 设 CCi 是 三 角形 4B8C 的 一 条 中 线 (图 94) 。 根 据 三 
角形 中 线 的 性 质 ， 我 人 有 MO. = 工 CE， 同时 有 GOCi= OC 


+ GCC， BiCCi- OC,- OC, 
BUT OM + MCi- 0C,, 那么 
OM =0C, - MCi- OC,- icô, 


-à 1 -— 
n -7 (0C1- OC ) -200,«100, 


BOC, -l (OA + 0 方 ) (参看 问题 11) ,因此 


+00) " B 
17. 選 知 平行 六面体 4g 
CD- ABCD, WMATA 图 94 
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哪 三 个 向 量 是 共 面向 量 ,1) AB, BC, DD; 2) AA, BiB, 
CCu3) AB, BC, CCu b. AB, AD, AAn5) AB, 


ADs, Cse) BiB, DDi, AAu7) AB, DC, AiB 
18， 指 出 四 面体 48CD 的 顶点 的 三 个 有 序 点 组 中， 哪 
些 确定 出 共 线 向 量 ， 哪 些 是 共 面 向 量 和 不 共 面 岛 量 。 
19， 已 知 平行 六 面体 48CD- 4181C1D1， 试 按照 向 量 


p = AB,a- ADRY = AAIR FINSE: DAD: 2) ACs 


DAM, SR VXCBBOIIA, DAN, XB NACBICO 
的 中 a 5 AP, 这 里 P 为 BiCi 上 的 一 点 且 1D1P|: [PCI 
=3:4, 

20. 已 知 四 面体 4B8CD， 侧 面 三 角形 4B8C 的 中 线 相交 
于 点 M。 试 将 向 量 D.4 按 照 DB，DC，DM 进 行 分 解 。 

2. 已 知 平行 四 边 形 4BCD 和 它 之 外 的 一 点 于。 按照 向 
RMA- a, MB- b,MC- ?分 解 下 列 向 量 ， DMO, 这 里 0 


= (AC) n (BD) ; DMD, DMN, 这 里 N 为 4D 的 中 
点 。 

22. 作 下 列 各 点 , 402,3,4)3 B(- 2,-3,- 4) 
C(-2,- 3, 4) D(2,- 3, 4); E(- 2,3, 4); 
F(2, 3, - 4) GC0, 0, 2)»; H(2, 0, - 4) 
K(5, 0, 0); L(- 2,- 3,0) MOO, 4, 5)。 

23. 指出 下 列 向 量 的 坐标 : 1) 3i+2j- 5& 2) 2i- k; 
3) 0.51+ Y 2j, D 3k; 5) -4iy 6) O, 

24. 已 知 向 量 ; D a=2i+3j-5ky 2) b=-i-2j+ 
3&。 写 出 它们 的 坐标 。 

25, 作出 下 列 向 量 , D a= (2, 3, 405 2 b- 
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(2. -3, -40, D e= (3, - 1, -4),4) =P 
(-5,-4, 3) 。 - 

26. MEA, BB 的 坐标 为 : DA (2, - 3, 4) fü 
B(-3, 2, -5)5 22 AC0, - 2, 3) MB C5, 
0, - 4) 。 作 出 向 量 4B。 

27 ,已 知 下 烈 各 点 的 坐标 为 A (4，- 3， 25» T 
B(-2,4, -3), M (0, 5, 1) &8iN (- 4,0, 
- 3) 。 求 向 量 45 和 MM 的 的 坐标 。 

28 .已 知 向 量 坐 标 a= (2, 83. — 4), b= Cl, 
2, 1) 和 c= (3，0，2)， 求 下 列 向 量 的 坐标 : 1) a+ 
by 2) a+c; 3) a+b- cy 4) 305 5) -a-2c, 6) 24 
+35- 2e。 

29. 利用 两 个 向 量 共 线 的 条 件 ， 检 验 下列 向 量 是 否 共 


pn Da- C, -L D 和 b= d. -4, re 3 2) c= 


(- 6 , L, 9 和 d= (2, 4, - ， 


30， 当 和/ 为何 值 时 ， 向 量 a= (73, n, 4) 和 8= 
(-2, 4, p) X? 

31， 计 算 向 量 的 长 ， 

D a= -¿-2j+2k; 2) b=i+2j-3ky 

3 e-i-h, 4) d=-3k, 

32. Bl: D a= (1, 2, 1),b= (- 2,2, 
-1); 2) = (1, -2, 3), b= (- 1, 2,-3)% 
计算 向 量 c +5 的 长 。 

33, 如果 g= (2, 0, 0), b- (1, 1, 710, it 
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算 向 量 3a + 25 的 长 。 

34. 如 果 有 4 (5, 3, 1) HB (4，5， 一 1), 计 
算 向 量 4B8 的 长 。 

35, 如果 有 4(8,0, 6), B(8, - 4,6), C(6， 
-2, 5) , ， 求 由 向 量 才 DB， 有 和 C2X 组 成 的 三 角形 的 周 
长 。 

36.8514 (7, 2,-3),B(-5,0, 4), H 
线段 4B 被 点 C 分 成 的 比 为 = ACI : EBI =1:5， 求 点 C 
的 坐标 。 

fü: 将 xi4=7，y4=2，24= -3，Xxs= -5，ya= 0, 


zs = 4 和 4= 当 的 值 代入 关系 式 (7.8) ， 得 


Deli OD q 
Xec= 一 OS DE | 
to 1+ー 
1 
MO MS E 
1 6 ° 
lue 
于 是 ， 得 C (5,2. -4 o 


37, 已 知 线 段 45 的 端点 坐标 为 4(4，2，- 3) 5 
B(6，-4，- 1) 。 求 将 这 条 线段 二 等 分 的 分 点 C 的 Æ 
标 。 

38， 已 知 缆 段 4B 的 端点 坐标 为 4(3,， 2, 5) 
MB (7, 6, - 1), 求 将 这 条 线段 分 成 的 比 为 1= |4C| + 
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ICB! =1:3 的 分 点 C 的 坐标 。 

39. 求 以 4(7, -4, 5), BC- 1, 8, - 22 f 
C(-12, -1, 6) 为 顶点 的 三 角形 的 中 线 交 点 。 

40. 求 向 量 e=#ー 2j+ 2 上 与 基础 向 量 组 成 的 角 的 余弦 。 

fü. 按照 公式 (7.6) 求 向 量 a 的 长 ， 

lal = ジン 4(-2?42 =3, 

根 据 公式 (4.10) 求 已 知 向 量 与 基础 向 量 组 成 的 角 的 余 

Z: 


cosa = i cosf- — P cosy = 2, 


41. 求 下 列 向 量 与 基础 向 量 组 成 的 角 9 x K: 1) asd 
+j+ky 2) b=(4,3,0) 3) c= —j-3k; 4) d= 3i。 


$2. 空间 向 量 的 数量 积 


给 出 了 坐标 的 向 量 a= (Gu, yy, 20 和 $= (xp ys, 
zs) 的 数量 积 可 按 下 面 的 公式 计算 ， 
の の = xixs  yiya + 2172 (7.12) 
向 量 a= (Gu, yi 20 和 b= (xa, ya, 20 ZIA 
可 按 下 面 的 公式 计算 ， 
へ 。、 qb 
cos(a,b) = lao [Bf 
"E XiXa t yíya t 2123 
V xb e yi b zd Y x typt zii 
两 个 向 量 a = On, ys, z1) fb (xi, ys, z: 垂直 的 
条 件 为 : 


(7.13) 
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XiXa + Y1Y2 21237 0, (7.14) 


42. 求 向 量 a= (4, -3, 1) 和 b= (5, -2, 
一 3》 的 数量 积 。 
” 解 ， 根 据 公式 (7 .12) 求 得 
aeb- 4x5 +(- 3)x(- 2)+ 1x(- 352-23, 
43， 求 下 列 向 量 的 数量 积 ， 
Da=(3, -2, 1) 和 b=(4, - 7, - 3); 
44, 已 知 向 量 a=i+3j-k,，b= -2i- Aj - 32 fü 
c= 4i - 2j- 32。 求 前 两 个 向 量 之 和 与 第 三 个 向 量 的 数量 积 。 
45. 已 知 立 方 体 48BCD-A1B1C1D1。 求 两 个 向 量 之 间 的 


fi: 1) 4D 和 BB1s 2BCRDiCs 3) ADÍABA BD 


MDGs 5)CB MAA 
46. 已 知 向 量 z= -= 人生 -37+58& 和 2D= -2i +3j+k, R 
它们 之 间 的 夹 角 。 
f: REAR (1.19 得 
-4(- 2) +(- 9*3 + 501 


97 EN £13 * VC- DIS CC DIR BI 


47. Kid r= 3i - Ab = Bi- 12k 之 闻 的 角 。 

48. Kijlka=(-2, 2, - 1) fb (- 6, 3, 6) 
之 间 的 角 。 

49. 已 知 a= (1, -1,2) 和 b= (0, 2, 1), 
求 向 量 a + bma- bz. 

50. 已 知 三 角形 的 顶点 为 4(- 1, 4, 1), B(3， 
4，-'2)，C (5，2，- 10 , Z ABC, 

解 ， 求 向 量 B4 和 有 C 的 坐标 ， 我 们 有 

BA= (C4, 0, 8), BC= (2, - 2,1) 
4BC 等 于 B4 和 BC 之 间 的 角 ， 因 此 


Ar (-4).2+0*(-2)+3+*1 
BA C)=. 
cosí ぅ > BC) vV(-0)ixo«3l* V33«(-2) «1i 


= 一 一 。 


51、 在 三 角形 4BC 中 ， 已 知 4 (1, 1, 5),B(-2, 
0，7),，C(-3，-2，5)， 求 ~4CB。 

52 .验证 下 列 向 量 是 否 垂直 ， 

1) a= (3, 0, - 6) 和 b= (4, 7, 2) 

2 の c= (-3, 2, 5) 和 d= (6, - 3, 1). 

53. 已 知 三 角形 的 顶点 为 4(2, 4, 5) , BC-3, 
2, 2), C(-1, 0, 3), RECALBC. 

54, eb Sp- QEMER, W 
么 单位 向 量 p 和 9 组 成 怎样 的 角 ? 
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$83. 向 E A 


当 第 三 个 向 量 c 满 足下 列 条 件 时 〈 图 95) RAMA a 
和 6b 的 向 量 积 : 

D [Eten BEE je AMÓ ROBE TE 3c fl 89 JE AO 
乘积 ， 即 

lel = la] » bl «sinta, b) (7,15) 

2) 向 量 c 和 一直 于 由 向 量 a 和 6b 决定 的 平面 ， 

3) 向 量 c 的 方向 为 : 由 向 量 c 的 端点 看 到 a 转向 b 时 是 逆 时 
针 的 转向 《 即 向 量 q，b 和 ec 组 成 右 旋 有 序数 组 ， 或 叫 右 手 准 
则 ) 。 


< 与 2 的 向 量 积 用 xx 6 表示 。 

向 量 积 的 模 等 于 由 向 车 a 和 Bb 所 作 
的 平行 四 边 形 的 面积 > 。 

向 量 积 用 下 面 的 公式 表示 ， 

axb=S,, (7.16) 

这 里 ,e 为 &x 心 直 交 方向 的 单位 向 量 。 图 95 

下 面 我 们 指出 向 量 积 的 一 些 基 本 性 质 ， 

1° .如果 向 量 a 和 8 共 线 或 其 中 之 一 为 零 ， 那 る ax ら 等 
F0. ` 

2. 当 交 换 向 量 因子 的 位 置 时 ， 向 量 积 机 改变 AD a 
Xb=-bxa ( 即 向 量 积 不 具有 交换 律 ) 。 

3*5. (a+b) xc=axc+bxc (HRE) o 

4°, (ma) xb=m (axb) (结合 律 ) 。 

0514 019 - (xi, Xi, 21) 和 B= (xi, yi) 
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ENEE 


[Jh : [YI21  xizi — onuys 
axb= x1v121 =| i-i j*| |k 
Xa V22Z 1Y222 IXa Za X2 yzi 
= Cyia-cziy) ¿+ (21x2— X121) プイ Guys 
ー ア ixz) Ro (7.17) 
向 量 息 的 物理 意 叉 加 下 。 


ARE. 7 表示 以 O 旭 起点 的 力 的 作用 点 的 洋 量 半 
B, JE Jj ^XC-T J&KO (68 71 8B 5e P r RF jy qp CR, BU 
my CF) «rxF, 


55 . 求 向 量 积 ，1) ixj 2) jx ly 3) kx id, 4) Jxij 
59 kxi, XBi, j, R 为 右 坐 标 系 中 的 单位 向 量 。 

AR. AER AAN E, AA A 
为 边 的 平行 四 边 形 (正方形) 的 面积 等 于 单位 1 EL 
&R 组 成 右 旋 有 序数 组 ， 所 以 ix Jo k。 

美 似 地 求 得 , 2) jx R=iy 3) hxi- jj 4) jxi--k 
(j，i 和 和 有 组 成 右 旋 数 组 ); 5) kxj=-iy 6) ixk=-j, 

56. B. gl - 4, ib - 5, (a, b) = 30°, 求 ax b, 

解 ， 根 据 公 式 (7.15 求 向 量 积 的 模 ， 


lax b| = [4 - [5] “sin30° = 4:59 =10 
由 公式 (7.10) 得 ax5=10e， 这 里 e 为 ax bti EM 
位 。 
57 .已 知 ， lal=4, lb =6, (a, b) =p, 如果 
1) 9=03 2) p=90" 3) 9- 150^, Raxb, 
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58. oRa -3i- 2j - 5. Mb=2i- j+ 3 天 的 向 量 积 。 
解 ， 根 据 公式 (7.17) 得 
i jk 


| «208 5 3 3 -2 
axb=3 -25= i+ j+ k 
b -13 -13 3 2| 2 -1 
=-~-i+j+k, 


59, 求 c= 22+37- 4& 和 ?= -了 +3A 的 向 量 积 。 

60. 求 由 向量 a= 27 + 了 + 2 ん 和 の = 3i+2j+2k 组 成 的 平 
行 四 边 形 的 面积 。 

解 ， 两 个 向 景 的 向 量 积 等 于 以 这 两 个 向 量 为 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 。 根 据 公 式 (7 .17) 求 得 


Ela [a2 [21| 

axb= 21 21= i+ UN IR 

laa 22] l3al i32 
=-21+2j+k, 


由 于 jzxi 2707222415 = 3， 那 么 所 求 的 面积 
为 S=3 (平方 単位 ) o 

61， 求 以 向 量 c = i +j- RAID = 21-7+2A 为 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 。 

62. 已 知 三 角形 的 顶点 坐标 为 : 4 (2，- 3，4)， 
B(1,2,-10,C (3，- 2，1)， 求 这 个 三 角 形 的 
面积 。 

63, BMAF= (2, 3, - 1) 和 力 的 作用 点 4(- 1, 
- 工 ，3 )。 求 关于 坐标 原点 的 力 距 和 力 距 与 坐标 轴 组 成 的 
角 。 

解 ， 我 们 来 求 力 的 作用 点 的 向 量 半径 r= (- 1，- 1， 
3) HAF= (2, 3, - 1) HARM: 
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3, 
角 。 


Pj ki 
j| [71 3 
m, (F) =rxFs|-1-1 3 |- i 
2 3111370 
} 
| 3-1 -1-1 
十 | j+ = — 8i +5j-— ko 
I-1 21 | 2 3 
JERR: 
Im, (F) | 2 (78) +5?+(-1) = 8V/ 10 
= 9.486, 
218187 HRA: 
ADEM A oe 
cosa = 3/70 0.8433, cos vv 
. 20,5271, 
e-odlusa-94 
cosy = 31 0.1054, 
力 距 与 坐标 轴 组 成 的 角 : 


a=147°30'; B=58°12’s P=96%03", 
Ki, costa +cos!8 +costp = ( — 0,8433)? +(0,5271)* 
+(-0,1054)*=1, 
64. 己 知 カ が =(- 2，- 3 ，2 1) 和 力 的 作用 点 4(- 1, 
- 1) 。 求 关于 坐标 原 虚 的 力 距 和 力 距 与 坐标 轴 组 成 的 


$4. A € 题 


65. HEB, 顶点 为 4(1, 4, 3), B €2,3, 5), 


C (2,5, 1) 和 り (3, 4, 8) 的 四 边 形 是 平行 四 
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66. 在 纵 坐 标 轴 上 求 一 点 ， 使 它 到 点 4(1，- 3, 7) 
MB (5, 7, - 5) 的 距离 相等 。 

67. 证明， 顶点 为 4(3,~ 1,2), B(1,2,- 1), 
CC(-1，1，-3) 和 D3，-5，3) 的 四 边 形 是 梯 
形 。 

68， 己 知 ， 三 角形 的 顶点 为 4(10，--2，8),B(8,0,7) 
和 C (10，2 ，8 ) 。 求 三 角形 的 周 长 。 

69. 线段 48 的 端点 为 4〈(- 6 , 1,14) 和 B(9,4, 一 9)。 
将 这 条 线段 分 成 三 等 分 ， 求 分 点 的 坐标 。 

70， 已 知 向 量 a= 3i+27- 5k 和 5= - 2『 e 3j e AR, ORIS 
Ela + bfa- bi Ass 


71. BRAB- a 的 端点 为 4(- 4, 1, 3) MBO, 
-5, 6)。 求 向 量 a 与 基 破 向 量 組 成 的 角 的 祭 弦 。 

72. 己 知 向 量 g=(2, 2, - 1) Mb=(-3, 6, 
一 6 )。 求 它们 的 夹 角 的 余弦 。 

73， 已 知 以 向 量 a = 2i Jb = ~ Jj+ 有 为 边 的 平行 四 边 
形 ， 求 它 的 对 和 角 线 组 成 的 锐角 。 


小 测 验 


第 -- 组 | 第 二 组 
D 向 量 48 = aiii i ds D 已 知 顶点 为 4( 一 2， 一 4 
为 ;4(2，4, 一 3) 和 B(6,—331)0 | 0), BC-2, -1, 4) 和 C( 一 2 
求 向 量 .4 的 长 和 它 与 基础 向 量 | 3，1) 的 三 角形 。 求 它 的 内 角 .4。 
组 成 的 角 的 余弦 。 | D 已 知 三 个 向 量 : 9=12 一 3 
2 已 知 向 量 ?=(2， 一 4， —4k, b=i+2j+4k fl csi- 
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5) 和 6 一 (4， 一 3，5)。 | 一 2k。 求 向 量 b+c 在 向 量 9 的 射 
3) 求 向 量 a = 2i t 全 十 3 和 | X. 

= オナ オ 2k 的 向 量 fa. 3) 计算 以 向 量 a=31+5j+4k 

Tüb-i 2j + 3 为 边 的 平行 四 边 形 

的 面积 。 
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第 八 章 ”空间 的 直线 和 平面 


$1。 立体 几何 的 基本 概念 、 
空间 的 平行 关系 


立体 几何 的 基本 概 庆 ， 有 关 平 面 的 公理 
1. 读 出 下 列表 示 法 并 作出 它们 的 简 图 ， 


1) Ata; 2)4€ B, 3)aC ay 
4) ac f; 5)Bef, 6)M fa, 
7) anc=4 8anp=P; 9)5n8-B, 


10 aN 234, 11){ A,B,C) CB1D0 | M, N) ap 
139a€ B, 10M € CAB), 15) (CD) Lao 
2， 写 出 下 列 论断 的 简略 表示 法 ， 

D 点 8 属于 平面 6， 

2) 直线 a 不 展开 平面 7， 

3) 点 4 和 8B 属 于 直线 b， 

D TAS PCM Nana T As 

5) 直线 + 与 平面 a 相交 于 点 Cs 

6) 平面 a 和 相交 于 直线 p， 

7) 平面 a 和 PB 相交 ， 

8) 点 4，B 和 C 属 于 平面 a， 

9) 点 C 不 属于 平面 6。 
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3. Biladf=m, aca,bc f ,anb =A ERACE m, 

4. 简 述 下 列 定理 的 原意 ， 并 利用 符号 写 出 证 明 ， 

1) MR4Aca, aco, 那么 4ca; ey 

2) MR (4, Bl cp, ( 4, B1 Co, BRA PCa; 

3) 如果 {4, B1 Cp, rca, BALTA, B) cas 

4) laca, Aca, MA Aca; 

5) MñaNB=a, Mea, MEB, 那么 ME 0a。 

5. 府下 列 条 件 下 可以 作 多 少 不 同 的 平面 

1) 通过 一 个 点 ，2》 通过 两 个 不 同 的 点 ， 3) 通过 三 个 
不 同 的 点 。 

6. UA; anb- M, aca, W: 1) Meo, 2) bCa 
是 否 正确 。 

7. 已 知 线段 48, BC, CD, DA, B(4C)N (BD) 
=M, EM: 已 知 的 各 线段 在 一 个 平面 内 。 

8. 证 明 ， 

1》 如 果 平 面 和 不 属于 它 的 一 条 直线 有 公共 点 , 那么 这 
个 点 是 唯一 的 ， 

2) 直线 a 和 通过 点 4 (Aea) 的 直线 在 一 个 平面 内 

3) 一 条 直线 和 在 一 个 平面 内 的 两 条 平行 线 相交 ， 那 么 
这 三 条 直线 在 一 个 平面 内 。 

9. 由 空间 一 点 作 四 条 射线 ， 通 过 这 四 条 射线 可 以 作 多 
少 个 平面 ? 研究 所 有 可 能 的 情况 。 

10. D 经 过 点 Me9 作 与 直线 9 组 成 的 角 为 已 知 角 的 吉 
线 ; € ` 

2) 经 过 点 4 作 直 线 ， 使 它 与 已 知 直 线 p 组 成 的 角 为 已 知 
fa CA€ p, 
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2. 关于 作 多 面体 截面 的 简单 问题 


一 个 割 平面 与 多 面体 相交 ， 它 与 各 侧面 相交 成 有 限 的 线 
段 ， 由 这 些 线段 围 成 的 平面 部 分 叫做 多 面体 的 截面 。 多 面体 
截面 的 作法 必须 满足 下 列 两 点 : D 求 出 割 平面 的 位置 , 2 
求 出 割 平面 与 多 面体 侧面 的 交 线 。 

11. 在 四 面体 S-4BC 中 ， 过 杰 S4，SB 和 -4C 上 的 点 
K, L, MET (ERKLSABARA, W96) 。 

解 ， 我 们 用 c 表 示 过 点 玉 ， 苑 ， 对 的 平面 。 平 面 " 与 平面 
SAB 有 公共 点 KK 和 LL， 因 此 ， 平 面 $4B 与 平面 a 相交 于 直线 
KL。 线 段 KKL 是 侧面 $A4B 与 平面 a 的 相交 线 。 闫 似 地 可 作 
线段 KM 。 

側面 8C 与 割 平面 a 有 公共 
点 M。 为 了 作出 这 两 个 平面 的 相 
交 线 ， 还 需要 求 出 一 个 公共 点 ， 
HAKLE ABRE ADD E affi 
DE (ABC) ] 就 是 所 求 的 另 一 个 
ARR, EM DXR BC 于 点 
入 。 线 段 MN 和 NL 是 所 求 截面 图 96 
的 另 两 条 边 。 

作法 用 符号 表示 为 : 

D a= (MKL); 2 CKL)=an AASB; 3) (KM) 
mal AASC, 4) XKL)ACAB) - D, 5) CDM) NCBCI 
=N, 6) CMN)=an AABC, DUNLI- an ABSC, 

MKLN 为 所 求 的 截面 。 S 

12. 已 知 四 面体 S$-A4BC T RM EN, MeCSC?, 
Ne [AB)。 求 作 截面 4BM 和 SCN。 
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13. BW RABCD-A1B1CID» HK€ Adi LeCCs, > 


MeDC。 试 通过 点 玉 ， 志 ，M 作 立方 体 的 截面 。 

14. 在 立方 体 483CD-A181C1D1 中 ， 试 按照 下 列 条 件 
作 截 面 : 

D AKRA, BMD; 

2) AMA RA P R 

3) 过 席 的 对 角 线 和 顶点 4 

4) XE AL, CC BC EISE R. 

15. 在 四 面体 S$S-4BC 中 ， 过 楼 $4，AC 和 BC 上 的 三 点 
作 截 面 。 

16. 在 四 面体 $-48C 中 ， 试 作 过 顶点 4 和 点 MeLAB)】 
及 Ne LAC 的 截面 。 

17， 过 四 面体 5S~48C 的 顶点 4 和 楼 BS 和 CS 的 中 点 作 
截面 ， 如 果 四 面体 的 楼 长 等 于 a， 求 这 个 截面 的 面积 。 

18. 过 四 面体 S$-4BC 的 酚 SA4 和 侧面 4CB 的 三 条 中 线 的 
交点 作 截 面 。 如 果 四 面体 的 枝 长 等 于 ce， 求 截面 的 面积 。 


3 REER 


为 了 求 异 面 直线 a 和 4 之 间 的 距离 ， 和 需要 过 直线 b 作 平面 
a, 使 4a) a， 并 由 直线 a 上 任意 一 点 4 向 平 la FER AA 


(图 97)。 

19， 在 立方 体 模型 上 ， 指 出 
成 异 面 直线 的 各 村。 

20， 过 已 知 点 作 直线 ， 使 它 
与 已 知 直线 成 异 面 直线 。 

21. 由 面体 有 多 少 对 校 成 异 97 
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面 直线 ? 

22. 已 知 c 和 2 是 异 面 直 R H. { Ary Az) € a, (Bi, B2} 
=b, ŒH: (41 ぢ 1) 和 (4。 2),。 (ABYA ABER HE 
Ho 


4. FHME 


23. K 45000 0 E59 Z2 BEI RE AP ALE TE RETE 2-300 
为 30cm 和 44cm。 求 这 条 线段 在 平面 上 的 射影 。 

24， 长 为 15cm 的 线段 与 平面 相交 ， 其 端点 到 平面 的 距 
离 分 别 为 gem 和 6cm 。 求 这 条 线段 在 平面 上 的 射影 。 

25. 一 条 线段 与 平面 相交 ， 其 端点 到 平面 的 距离 分 别 为 
3cm 和 12cm。 求 这 条 线段 的 中 点 到 平面 的 距离 。 


5. EEES 


26，1) 己 知 点 4 和 直线 a， 且 A# a。 试 过 点 4 作 直 线 ， 使 
TORT CAE 

2) 已 知 点 4 和 直线 a， 且 AK a。 试 通过 点 4 作 平 行 于 直 
线 4 的 平面 。 

27. 己 知 oa/4。 试 通过 直线 a 作 平 面 ， 使 它 习 行 于 直线 
b. 

28， 过 已 知 点 作 线段 ， 使 它 在 已 知 平面 上 的 射影 长 等 于 
RBK, 

29.205 4S- ABC, HMECASIHNECACIO WA 
AMAN TEA, ECOPTET RCRABD 

f£. 分 析 : BARRE DLE CIO 8D, EMANAN 
得 到 截面 与 侧面 4SC 的 交 线 。 按 照 条 件 ， 直 组 .48 平行 于 截 
面 ， 因 此 侧面 4BC 和 4Bs 与 截面 交 成 的 线段 PN 和 MQ 者 
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平行 于 直线 AB。 
作法 ,1) 作 CN PA AB), 


P€CBC) $ 
2) 作 C470J グ (4 が ), N t 
QE€CSB), y Wp, 
四 边 形 NMQP 为 所 求 的 di EG 6 
面 。 ^ B 
W: HF (MO) CAB), ] adis 
那么 平面 NMQP 平 行 于 直线 4B。 


讨论 ， 由 于 楼 8C 与 截面 仅 有 唯一 的 交点 P， 且 通过 点 
，N，P 可 以 作 唯一 的 一 个 平面 ， 因 此 本题 只 有 一 解 。 
我 们 采用 的 是 解 作 图 题 的 一 般 格式 (分 析 ， 作法， 证 
明 ， 讨 论 ) 。 
30 .在 立方 体 4BCD- 41B1C1D1 中 作 截 面 : 
D 通过 棱 AB 和 DiC y 
2) WL ADRE BBP so 
3) LE ADRIBCISPREDETETRDD:s 
4) 通过 杰 CC: 的 中 点 且 平 行 于 棱 48 和 -ADi。 
31 .在 四 面体 S- 46C 中 ， 通 过 枝 4C 的 中 点 作 平 行 于 4 
和 CS 的 截面 。 
32 .过 四 面体 S- 4BC 的 楼 BS 和 CS 的 中 点 及 棱 4C 上 的 
一 点 卫 ， 作 这 个 四 面体 的 截面 。 
33。 已 知 平行 六 面体 4BCD- 41B1C1D1。 求 作 直线 4C1 
与 过 楼 DC 和 -41B1 的 平面 的 交点 。 


6. 平行 平面 
34, D UA aZ B, CABDI (CDD, 14, C) ca, 
287 


(B, Di cf, ŒH: [48] = [CD], 

2) Bn; a/p, bc. 证明; b/a. 

3) 已 知 : aZ] B, CA, B ca, {C,D} EP CAC) 
グ (g か の) 。 证明，ABCD 为 平行 四 边 形 。 

35.859] aZ ai, B4 Bi, aab =C anpi = Ci 证明， 
CZCi, | 

36、 过 四 面体 S$-.48C 的 侧面 45B 上 的 一 点 作 截 面 ， 使 
它 平行 于 指定 的 平面 ， 1) BHEABC, 2) 侧面 4SB。 

37. 过 棱柱 侧面 上 一 点 作 截面 ， 使 它 平行 于 指定 的 平 
T: 1) 棱柱 的 底面 ，2) WEDHA H. 

38. 由 一 点 $ 作 两 条 直线 。 这 两 条 直线 分 别 与 三 个 平行 
平面 相交 于 A1，Az，As 和 B1，Bs，B3。 已 知 (4342 |= 4em， 
152:84 =9cm, 14243] = lBiBal o WH |414: 和 1B1B3| o 

39. 在 四 面体 $S-48C 中 作 截 面 41B1C1 和 .Az:BsCs。 这 
两 个 截面 平行 于 侧面 43C。 GA ISBA = [4:44 =6cm, 
IC1C4] = 1B82B1| =12cm, |S A| 7 4em, i SE [S A] , IS BL, 
ISCI o 


$2, 空间 中 的 重 直 、 二 
面 角 和 多面 角 


EEES 


. 40, 已 知 平 行 太 面体 48CD-A1B1C1D1, HME 
[4BJ。 过 点 杂 作 平行 六 面体 的 截面 ， 使 它 垂直 于 直线 AB, 
41， 若 4BC 太 为 平行 四 边 形 ， 为 它 的 所 在 平面 外 的 一 
点 ，O 为 对 角 组 的 交点 ，154 = ISC], ISB} = ISDio i 
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BB. SO L 平面 48CD。 

42. 已 知 : 1) placa, afb; 2) placa, plbe 
a, anb; 3) qCala, qlbCa, p/q, anb, EREA 
件 中 ， 哪 一 些 p」a， 为 什么 。 


2. 点 到 平面 的 距离 


43. 正方 体 的 对 角 线 等 于 m。 求 由 正方 体 的 顶点 到 它 所 
对 的 侧面 的 距离 。 

44. 正三 角形 的 边 长 等 于 ag， 点 人 为 三 角形 所 在 平面 外 
的 一 点 ， 它 到 三 角形 的 三 个 顶点 的 距离 都 等 于 /。 求 点 到 
三 角形 所 在 平面 的 距离 。 

45. 直角 三 角形 的 直角 分 别 等 于 a 和 5。 点 导 位 于 距 三 角 
形 所 在 平面 等 于 h 的 地 方 ， 且 它 到 三 角形 三 个 顶点 的 距离 相 
等 ， 求 这 个 距离 。 


5. REMANAER 


端点 在 两 条 蜡 面 垂 线 上 而 且 与 这 两 条 直线 都 释 直 的 线 
段 ， 称 为 异 面 直线 的 公 垂 组 。 

蜡 面 直线 公 垂 线 的 长 就 是 这 两 条 异 面 直线 间 的 距离 。 

46， 已 知 直 平 行 六 面 体 4BCD-A1BiC1D1。 指 出 下 列 
直线 的 公 垂 线 。 1) 4B 和 DD1，2) 8C 和 4A1，3) A1Di 和 
DC, 

47. 在 正方 体 4BCD-4iBIC:Di 中 ， 如 果 棱 长 等 于 o， 
求 直线 BB1 利 4C 之 局 的 距离 。 


4, SERE 
48. 一 个 直角 三 角形 的 两 直角 边 长 分 别 等 于 15cm 和 20 
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cm。 由 这 个 三 角形 的 直角 顶点 作 这 个 三 角形 所 在 平面 的 垂 
线 ， 这 条 垂 线 长 等 于 16cm。 求 垂 线 的 终点 到 三 角形 斜 边 的 
EN, 

49， 一 个 三 角形 的 边 长 分 别 等 于 5lcm，30cm 和 27cm。 
由 三 角形 最 小 角 的 顶点 作 三 角形 所 在 平面 的 垂 线 ， 这 条 重 线 
长 等 于 10cm。 求 由 垂 线 的 终点 到 三 角形 的 对 边 的 距离 。 

50. 鞭 形 的 对 角 线 长 分 别 等 于 80cm 和 80cm。 出 对 角 线 的 
交点 作 蔡 形 所 在 平面 的 重 线 ， 这 条 垂 线 长 等 于 45cm。 求 由 
垂 线 终点 到 薰 形 各 边 的 距离 。 

51， 等 腰 梯 形 的 两 底 分 别 等 于 16cm 和 30cm。 点 M 的 位 
置 到 梯形 各 边 的 距离 均等 于 11cm。 计 算 由 点 M 到 梯形 所 在 
平面 的 距离 。 

52， 正 三 角形 的 边 长 等 于 a。 点 几 到 三 个 顶点 的 距离 相 
等 ， 它 到 三 角形 所 在 平面 的 距离 等 于 h， 求 由 点 各 到 三 角形 
各 边 的 距离 。 


5. 妊 线 和 平面 之 间 的 夹 角 


53， 在 直 平 行 六 面体 48CD- 41gC ュ 中 。 如果 LAB] 
= |BC| =a, |A4i =20， 求 对 角 线 4C1+ 与 具有 公共 顶 点 4 
的 各 侧面 的 倾斜 角 。 

54， 空 间 的 一 点 到 已 知 平面 的 距离 等 于 co。 由 这 点 作 两 
条 与 平面 成 45" 角 的 斜 线 , 而 这 两 条 斜 线 在 平面 上 的 射影 向 的 
夹 角 为 120"。 求 斜 足疗 的 距离 。 

55， 在 等 磺 直 角 三 角形 中 ,一 条 直角 边 与 平面 成 45° 角 ， 
而 另 一 条 直角 边 在 这 个 平面 上 .证 明 ， 斜 边 与 平面 成 30" 角 。 

56. 斜 线 4B 与 平面 a 成 45" 角 ， 而 直线 4C 在 平面 上 , 它 
与 册 线 48 在 平面 上 的 射影 成 45" 角 。 证 明 , 人 BAC =60"。 
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57. ME. EZH t, URREA, 那 么 
侧 楼 与 底面 成 60" 角 。 


6. HA 


58. 已 知 一 个 二 面 角 的 平面 角 为 60" ， 在 二 面 角 的 一 个 
面 上 有 一 点 ， 它 到 二 面 角楼 的 距离 等 于 m。 求 这 点 到 二 面 角 
另 一 个 面 的 距离 。 

59. 已 知 一 个 二 面 角 的 平面 角 为 120" 。 在 二 面 角 内 部 有 
AM, CAPA TOER ET. RARAS -M 角楼 
HEN, 

60. HATE BABA ADORA. CNN EGRA 
面 成 60" 角 。 公 共 底 长 等 于 12cm， 一 个 三 角形 的 腰 等 于 10 
cm， 另 一 个 三 角形 的 两 腰 互 相 垂 直 。 求 这 两 个 三 角形 项 点 之 
DESI 

61. 长 度 为 a 的 线段 的 两 端 在 直 二 面 角 的 两 个 面 b. ER 
有 与 每 个 面 都 成 c 角 。 计 算 这 条 线段 在 二 面 角 棱 上 的 射影 。 


7, "REM 


62. 线段 485 的 端点 在 两 个 互相 垂直 的 平面 上 。 由 点 4 
和 石 向 两 平面 的 交 线 引 垂 线 ， 这 两 条 垂 线 长 分 别 守 于 co 和 b， 
两 垂 足疗 的 距离 等 陡 c。 计 算 线段 4B 的 长 和 它 在 已 知 平 画 上 
的 射影 长 。 

63. 在 正六 楼 锥 中 ， 底 面 边 长 等 耶 4cm， 侧 楼 长 为 8em。 
通过 底面 两 邻 边 的 中 点 作 和 二 直 于 说 的 平面 。 计 算 截面 的 面 
B. 


291 


8. 平面 图 形 射影 的 面积 


64. 多边形 的 面积 等 于 150cm*?， 它 所 在 的 平面 与 一 个 已 
知 平面 成 60" 角 。 求 这 个 多 边 形 在 平面 上 射影 的 面积 。 

65. 已 知 三 角形 的 三 边 分 别 等 Fa=13cm, b=14cm, 
c=15cm。 过 边 BC 作 平面 ck， 使 它 与 平面 4BC 成 30° io R 
三 角形 的 面积 在 平面 c 上 的 射影 。 

66. 如 果 多 边 形 的 面积 在 一 个 平面 上 的 射影 等 于 20m2， 
并 且 多 边 形 所 在 平面 与 它 的 射影 平面 之 间 的 二 面 角 等 于 45"。 
求 这 个 多 边 形 的 面积 。 

07. 已 知 圆 的 半径 为 2m， 一 个 平面 与 圆 所 在 的 平面 成 
30 " 角 。 求 这 个 圆 在 平面 上 射影 的 面积 。 


9. 三面 角 


68. 1) 证 明 : 在 三 面 角 中 ,如 果 有 两 个 二 面 角 是 直角 ， 
那么 它们 相对 的 二 面 第 也 是 直角 。 

2) WEB]. 在 三 面 角 中 ， 如 果 有 两 个 二 面 角 是 直角 ， 那 
么 和 它们 相对 的 平面 角 也 是 直角 。 

69. 三 面 角 的 每 个 平面 角 都 等 于 60"。 由 顶点 起 宁 一 条 
棱 上 截取 长 度 为 的 线 级 ， 并 由 线段 的 端点 作 对 TREES EAR 
OR CIR SE ALS HE. 

70. 已 知 三 面 角 的 每 个 平面 角 都 等 于 a。 计 算 三 面 角 的 
楼 与 所 对 平面 间 的 夹 角 。 


§3。 综 E H 


71， 在 正方 体 48CD- A4181C1Di 中 , EE 等 于 ga。 过 
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A41D 和 DiC: 的 中 点 及 顶点 4 作 正 方 体 的 截面 。 计 算 这 个 截面 
的 面积 。 

72. 已 知 点 O 在 两 个 平行 平面 a 和 B 的 外 部 。 由 点 0 引 三 
条 射线 分 别 交 平面 a 和 BB 于 点 4，B, C 和 A1，Bi, Ci (OA 
«OA) 。 如 果 JOA] =m,，1441| =n, |AB| =c, 14 
=b, |BC| = a， 计 算 三 角形 A1B1C 1 的 周 长 。 

73. 已 知 ， 点 以 在 直角 三 角形 4BC(AC =90°) 所 在 平 
面前 外部 。 HCM AD 1 5AC),5MCILLCBJ。 求证， (MA) 
上 平面 4BC。 

74， 梯 形 的 上 底 在 平面 c 上 ， 下 底 到 平面 c 的 距离 等 于 10 
cm， 两 底 之 比 为 3:5。 求 梯形 对 角 线 的 交点 到 平面 c 的 距 离 。 

75， 在 三 角形 4BC 中 ， 角 8 是 直角 ，15CI =a. H M 
点 4 引 三 角形 所 在 平面 的 悉 线 4 刀 。 如 果 [DC] =m, RHA 
の 到 豆 角 辺 お C 的 距 高 。 

76. 三 角形 的 三 条 边 长 分 别 为 10em,17cm 和 21cm。 由 最 
大 角 的 顶点 引 三 角形 所 在 平面 的 重 线 ， 使 垂 线 长 为 15cm。 计 
算 由 重 线 在 平面 外 的 端点 到 三 角形 最 长 边 的 距离 。 

77， 己 知 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 分 别 等 于 18cm 和 32 
cm。 由 斜 边 的 中 点 九 引 三 角形 所 在 平面 的 重 线 万 忆 ,使 DE! 
=12cm。 计 算 由 点 五 到 两 条 直角 边 的 距离 。 

78. 过 正方 形 的 一 个 顶点 作 它 所 在 平面 的 斜 线 ， 使 斜 线 
与 正方 形 过 这 个 顶点 的 每 条 边 都 成 C 角 。 求 这 条 斜 线 与 正方 
形 的 对 角 线 之 介 的 夹 角 。 

79. 平面 通过 菱形 的 一 边 ， 且 与 萎 形 对 角 线 之 间 的 夹 角 
为 a 和 2a。 计 算 萎 形 的 锐角 。 

80， 等 腰 三 角形 的 底 长 为 6， 顶 角 为 。 过 三 角形 的 底 作 
平面 ， 使 它 与 两 灰 都 成 6 角 。 求 三 角形 顶点 到 这 个 平面 的 
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距离 。 

81， 夹 在 两 平行 平面 间 的 两 线段 的 比 为 2:3， 这 两 条 线 
眉 与 平面 组 成 的 角 之 比 为 2。 计 算 这 两 个 角 。 

82. 两 个 全 等 的 正方 形 具有 公共 边 ， 且 它们 所 在 平面 组 
成 的 二 面 角 等 于 a。 由 一 个 公共 项 点 作 每 个 正方 形 的 对 外 
线 。 计 算 这 两 条 对 角 线 之 间 的 角 。 

83， 一 个 二 面 角 的 平面 角 为 锐角 。 过 二 面 角 的 一 个 面 作 
直线 ， 与 另 一 个 面 成 30" 角 ， 与 楼 成 45" 角 。 求 这 个 二 面 角 。 

84 、 两 个 等 采 三 角形 具有 公共 底 边 ， 且 它们 所 在 平面 成 
60" 角 。 公 共 底 等 于 16cm， 一 个 三 角形 的 显 等 17cm， 另 一 个 
三 角形 的 腰 互 相 垂直 。 计 算 两 个 三 角形 顶点 之 间 的 距离 。 

85 .已 知 一 个 二 面 角 等 于 a。 过 二 面 角 的 一 个 面 作 直 线 ， 
与 二 面 角 的 村 组 成 角 6。 求 这 条 直线 对 另 一 个 面 的 价 斜 角 。 

86， 已 知 一 个 三 面 角 的 每 个 面 角 都 等 于 60"。 在 一 条 村 
上 了 到 一 点 4， 使 它 到 三 面 角 顶 点 的 距离 为 c。 过 点 4 作 垂 直 于 
这 条 楼 的 平面 ， 与 另 两 条 棱 相 交 于 也 和 C。 求 三 角形 4BC 
的 周 长 。 

87 . 己 知 三 面 角 有 两 个 面 角 等 于 45。， 而 第 三 个 面 角 等 
于 60"。 求 第 三 个 面 角 所 对 的 二 面 角 。 

88， 已 知 三 面 角 的 每 个 面 角 都 等 于 a， 求 它 的 二 面 角 。 


小 测 验 


第 一 组 第 二 组 
D Hi 27530 6] Lf 三 A D 已 知 平面 上 的 直角 三 角形 
形 的 外 接 圆 的 圆心 作 它 所 在 平面 | 的 斜 边 等 12cm。 空 间 的 一 个 点 到 
HER, HERA ER | 三 角形 的 每 个 顶点 的 距离 都 等 于 
在 三 角形 所 在 平面 外 的 端点 到 较 | 10cm。 计 算 这 个 点 到 平面 的 距 
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长 直角 边 的 距 S 为 1gc m。 求 直 | 离 。 

角 三 角形 斜 边 的 长 。 2) 已 知 等 腰 三 角形 48C 的 底 
2) 两 个 等 屡 三 角形 4BC 和 | 边 4C 在 平面 < 上 ， 而 项 点 B 到 平 

ACD 具有 公共 底 边 4C， 它 们 组 面 c 的 距离 为 gw 2 cm. Ai LAC] 

成 的 二 面 角 等 于 60"， 而 边 BC 与 | = 18cm， 三 角形 4BC 所 在 平面 

平面 .4DC 组 成 的 角 等 于 45"。 计 | 与 平面 a 成 45" 角 。 计算 三 角形 

算 三 角形 4BC 的 面积 。 ABC 的 面积 。 
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第 九 章 ”空间 的 直线 和 平面 的 方程 


$1. 平面 


1. 平面 方程 


PHA, Mo Geo, yos 2) 为 这 个 平面 上 的 一 
点 (Heo ， 而 n= (A, B, C) 为 垂直 于 平面 已 的 一 个 非 
零 的 向 量 〈 这 个 向 量 称 为 平面 的 法 向 量 ) 。 如 果 M Cx, 
y, 2) EFM P ERT M 的 任意 一 点 ， 那 么 向 量 MM。 = 
(zo Y Yo, 2-20) EETA n=r-ro=(4, B, 
C) ， 即 这 两 个 向 量 的 数量 积 等 于 零 ， 
n(r- r$ -0, (9.1) 
方 程 (9.1 ) 称 为 平面 的 向 量 
式 方程 。 如 果 将 它 写成 坐标 形式 ， 
那么 可 得 方程 
Alx- xo) +B(y- yo) 
+C(2-20)=0 (9.2) 
这 个 方程 称 为 通过 已 知 点 且 具 有 已 
知 方向 的 平面 方程 。 
方程 (9.2) 可 化 简 为 
Ax+By+C2+D=0, (9.3) 
XED =- (Axi + Byo+Czo) 。 方 程 (9.30 称 为 平面 的 一 
般 方程 。 我 们 注意 到 ， 由 于 法 向 量 7 不 为 零 ， 那 么 一 般 方程 
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的 系数 4， 互 和 C 不 同时 为 零 。 

下 面 我 们 来 研究 平面 方程 的 特殊 情形 ， 

1 ) 如 果 忆 =0， 那 么 平面 的 方程 为 4x+By+Cz=0， 
平面 通过 坐标 原点 。 

2) 如果 C= 0 ， 那 么 平面 的 方程 为 4x+ By + D=0, 
由 于 法 向 量 a= (4，83，O) 垂直 于 OZ 轴 ， 那 么 此 平面 平行 
于 OZ 轴 。 

XH, 当 イ = 0 及 B= 0 时 , 得 平面 By+Cz+D= 0 
和 4x+Cz+ カ = 0 。 这 时 平面 相应 地 平行 于 OX 轴 和 OY 
Mo 

3) 如 果 C = DD= 0 ， 那 么 平面 的 方程 为 4x + By =0， 
这 时 平面 通过 坐标 原点 且 平行 于 OZ7 轴 ， 即 平面 通过 OZ 轴 。 

Xf, 当 オ = ェ カ = 0 与 了 =D= 0 时 ， 得 平面 By + Cz 
= 0 和 Ax+Cz= 0 。 这 时 平面 相应 地 通过 OX 轴 和 OY 轴 。 

4) 如 果 C = B8= 0 ， 那 么 平面 的 方程 为 4x+D= 0。 
这 时 平面 平行 于 OY 轴 和 OZ 轴 ， 即 平面 垂直 于 0OX 轴 。 

美 似 地 , Y A=B=0MA=C= 0h, 得 平面 Cz+D 
= 0 和 By +D= 0 。 这 时 平面 相应 地 垂直 于 OZ 轴 和 OF7 轴 。 

5) 如果 ぢ =C= リ = 0， 那 么 平面 的 方程 为 4x= 0 ， 
即 x= 0 。 这 时 平面 与 平面 yoz 重 合 。 

类 似 地 ， 当 4=C=D= 0 与 4=B=D= 0 时 ， 得 平面 
y= 0 和 z = 0 。 这 时 平面 与 坐标 平面 x0z 和 xoy 对 应 重合 。 


2. 两 个 平面 的 夹 角 


两 个 平面 间 的 夹 角 等 于 它们 的 法 量 间 的 夹 角 。 
设 两 个 相交 平面 
Aix +Biy+C12 + Di=0 和 Asx + Bay t Caz + Ds=0 
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的 法 向 量 为 m = CAz, Bis CO fin = (42,B2,C2)) MAD 
个 平面 闻 的 夹 角 可 按 下 式 计算 ， 
LÀ d LE] 
Ini] * hal 
_ 4a t BiB2+C1Cg — i 
ZABE OA » VT hi TC 
(9,4) 


cosp = t 


-i 


3. 网 个 平面 平行 和 喜 直 的 条 件 

要 使 两 个 平面 平行 ， 它 们 的 法 向 量 ni 和 ns DARE, RU 
ni= 4,， 这 里 4 到 0 。 如 果 向 量 ns 和 nz 的 坐标 均 不 等 于 零 ， 
那么 由 最 后 的 等 式 可 得 ， 


A B C 
p A (9.5) 
即 对 应 坐标 的 系数 成 比例 。 


要 使 两 个 平面 互相 垂直 ， 它 们 的 法 向 量 ma 和 ”3 也 必须 垂 
直 ， 即 它们 的 数量 积 等 于 等 ，mi。ms = 0 。 由 此 得 ， 
AtA + B1B2+C1C1=00 (9.6) 
1. 已 知 点 4 (3, -2, -1),B(0, 0, 2), 
C(-3, 1, 00, D(-4, -2, 2.5 。 指 出 哪些 点 
属于 平面 2x - 3 ッ +4z-8= 0。 
2. 求 通过 点 Me。 (- 8 ,0 ,2) 且 垂 直 于 疝 量 n= (2, 
3, 5) 的 平面 的 方程 。 
解 ， 这 里 4= 2, B= 3，C = 5 。 将 系数 4，B，C 的 
值 和 点 Mo 的 坐标 代入 方程 (3 .2) ,得 ， 
2 (x+3)+3(y-0)+5(z-2)= 0 或 
2x+3y+52-4=00 
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3. 求 通过 点 Mo。 (3,4,5) HENTMER= (1, 
ー3, 2) 的 平面 的 方程 。 T 

4. 求 通过 点 Mo(2，- 3,- 1) 且 垂 直 于 向 量 MM: 
的 平面 的 方程 ， 这 里 和 M1 (3,4 ,1),M2 (1，-2，-3) 。 

5. BARA (3, —2, 4) MB (1, 4, 2)。 求 
通过 点 4 且 垂 直 于 向 量 48 的 孕 面 的 方程 。 

6. 求 通过 点 Mo (2, -1, 3) HSEECPOX 轴 的 平 
面 的 方程 。 

解 ， 重 直 于 O 民 轴 的 平面 的 方程 形式 为 4x+ZD= 0, K 
Mo 的 坐标 代入 这 个 方程 ， 得 如 = - 2 4。 现 在 我 们 将 的 值 
代入 方程 4x+DD=0, 得 4x-24=0，, 即 x-2=0。 

7. 求 通 过 点 Mo 2, -3, - 1) HEETFOZA 


的 平面 的 方程 。 

8, 求 通 过 点 Mo (2, —2, 3) 且 平 行 于 平 而 XOY 
的 平面 的 方程 。 

9. 求 平行 于 平面 XOZ 且 通过 点 Mo(- 3，- 2,70 
的 平面 的 方程 。 


10. SEXEGXO X $n RM C3, 2, 4) 的 平面 的 方 程 。 

解 ， 所 求 的 方程 形式 为 By +Cz = 0 。 将 点 杂 的 坐标 代 
入 这 个 方程 ,得 28+ 4C= 0， 即 B= - 2C。 然 后 将 万 的 
值 代入 方程 By+Cz= 0, RK- 2Cy+Cz= 0, 即 2 ッ ー 
2=0。 

11. 求 通过 OZ 轴 及 点 M (1 ，1 , 1》 的 平面 的 方程 。 

12. 求 通过 OY 轴 及 点 M 2, - 3 ， 一 4) 的 平面 
的 方程 。 

13. 求 平行 于 OZ 轴 且 通过 点 Wi (3，- 1，2) 和 
Ma C- 2，3，4) 的 平面 的 方程 。 
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解 ， 由 于 所 求 的 平面 平行 于 OZ 轴 且 通过 点 M1C3, -1， 
2) 和 Ms (- 2, 3,4), 那么 它 的 法 向 量 可 以 取 垂 直 于 
向 量 MiM2= (-5, 4, 2) 和 n= (0, 0,1) (02Z 轴 
的 单位 向 量 ) 的 向 景 。 另 外 ， 两 个 向 旺 的 向 量 积 也 是 一 个 向 
量 ， 它 垂直 于 向 量 因子 。 因 此 ，m 可 用 MiM。 和 mi 的 向 量 积 
来 表示 。 于 是 有 : 


i 
n= Milf, xm = 一 5 | 
0 
4 2| -5 2 | -5 4 
=i [zi ids 
0 1 0 1 0 0 
= 4i +54, 


仍然 利用 通过 已 知 点 Mi (3, - 1 , 2) HRHFAOR 
n= (4, 5, 0) 的 平面 方程 。 我 们 求 得 ， 
4(x-3)+5(y+1)= 0 或 fx+5y~7=0。 
14. 求 平行 于 OF 轴 且 通过 点 Mi C1, - 2, 10 AM: 
(3, 2, — 4) 的 平面 的 方程 。 
15。 求 平行 于 OX 轴 且 通过 点 MM1( 4,2,5) MMC -5， 
ー 1，3) 的 平面 的 方程 。 
16. 求 通过 点 Mo。(2 ,一 1 ， 3》 且 平 行 于 向 量 a = (3， 
0，- D 和 b=(-3，2，2》 的 平面 的 方程 。 
fü. 显然 ， 所 求 平面 的 法 向 最 4= (A, B, C) 可 以 取 
成 向 量 s 和 5 的 向 量 积 ， 
i j k) 
30-1 
-3 2 2! 


n=axb= 
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0 -1| 3-1| 3 0 
=i] SS +k 

i2 2| -3 2 -3 2 
=2i-3j+6k, 


利用 方程 (6.2), 34-22, B=-3, C 6, x= 
2, Yo=-— 1, z= 3H, RITR: 
2x-2)-3(y+1)+6(2-3)=0 或 
2x-3y *62-252 0, 
17. 求 通 过 点 Mo (-4, - 3, 1) 且 平 行 于 向 量 a = 
(5，2，-3) 和 ?= C1, 4, - 2) 的 平面 的 方 程 。 
18. 求 通过 点 M 2, 3, 4) 且 平 行 于 平面 x+ 2y 
ー3z+4=0 的 平面 的 方程 。 
解 ， 由 于 所 求 的 平面 平行 于 平面 x +2y -3z+4=0， 因 
此 它 的 法 向 量 可 取 已 知 平面 的 法 向 量 a= (1,2,- 3)。 现 
在 利用 通过 已 知 点 的 已 知 方向 上 的 平面 的 方程 ， 我 们 求 得 ， 
(x+2)+2(y-3)-3(2-4)=0 或 
x+2y-32+8= 0, 
19， 求 通过 点 M (- 1, - 2, 3) 且 平 行 于 平面 2x 一 
3y+2z- 1 = 0 的 平面 的 方程 。 
20， 求 通过 点 Mi( 一 2，- 3, 1)HMX1,4,- 2) 
旦 垂直 于 平面 2x + 3y -2 1+4= 0 的 平面 的 方程 。 
Jf. 我们 把 向 量 Mf2= (3, 7, -3) Ma= (2, 
3, - 1 ) 的 向 量 积 当 作 所 求 平面 的 法 向 量 n( 参 看 习 题 13 
. 和 16) 。 因 此 有 。 


i j Rk 
n= MiM,xm-|37 -3 
23 -1 


i7 -8| 3 -3 3 7 
ES 

3 -1 2 -1 2 3 
=2i-3j-5h, 


利用 通过 己 知 点 Wi (2, -3, 1) BsEECT. H En 

€2, -3, -5) 的 平面 的 方程 ， 求 得 
2(x+2)-3(y+3)-5(z-1)= 0， 或 
2x-3y-52=05 

我 们 可 以 看 出 ， 在 建立 所 求 平面 的 方程 时 ， 也 可 以 不 取 
点 M1 而 取 点 M2。 

21, 求 通过 点 4 (1, -4, - 3) HB CA, -2, 
ー 1 ) HRHTFT VB x-y-32+7=0 的 平面 的 方 程 。 

22， 求 通过 点 Mi (2, - 1, - 3) 和 M2(- 3,4, 
1) 且 垂 直 于 平面 x- y 一 3z +2= 0 的 平面 的 方 程 。 

23. 求 通过 点 M Cil, -1, 2 B SE EET Y Ti 
x+ 2 y-22+4=0 Mx-2y+2-4= 0 的 平面 的 方程 。 

24. 求 平 面 2% ァ ー3 ッ +4z-1= 0 和 平面 3x 4y-2+ 3 
= 0 所 夹 的 锐角 。 

解 ， 要 计算 两 个 平面 间 的 锐角 wp， 可 利用 公式 0.0. 
由 于 cosp > 0 ,那么 我 们 可 将 等 式 的 右边 取 绝 对 值 。 我 们 有 
41-2, B12 - 8, Cic 4 和 Az=3, Bs= -4, Ca=-1, 
所 以 

2°3+(—3).(—4)+4°(—1) 
cos? = AE ADO DE 


2 14 
29-26 


= 0.5098; 
p=59%1' 
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25， 求 平面 x- y+z+1=0 和 2x+3y-z-3=0 所 夹 的 
锐角 。 

26. 求 由 点 4 (2, 3, 4) 到 平面 4x+ 3y+12z- 5 
= 0 的 距离 。 

解 ， 设 由 点 .4 到 已 知 平面 的 距离 为 4 天 。 向 量 AB 与 向 
量 c= (4, 3, 1D RR, AHAB s 各。 如 果 用 xl yo | 


nXOCEGROGROB UB ER, 我 何 可 求 得 48=08-04= ， 
(x1- 2, y1- 3, z1- 42 , 
HERAB = jn 可 以 得 由 wi- 2 245, ya -3=3 2,217 4 
= 124。 利 用 两 点 间 的 距离 公式 ， 我 们 有 ， 
ABI = VAJ + GAX + (124)? =13 Hl, 
由 于 点 B(x1，y1s 20 的 坐标 满足 平面 的 方程 ， 那 么 
4(2+44)+3(3+34)》 +12(4+ 124) -5=0, 


60 
LU 4=ー 169 ° 


_- 60 
169 

27. 求 由 点 4 (1, -2, 1) 到 平面 10x- 2y+112 
-10= 0 的 距离 。 

28. RERA(2,8,-2) IEH 6x-7y-62-22=0 
的 距离 。 

29 , 求 平行 平面 2x- 3y+6z+28=0 和 2x 一 3y+6z 一 14 
= 0 BEA. 

f. 为 了 求 这 个 距离 ， 需 要 在 一 个 平面 上 取 一 点 ， 并 确 
定 由 这 点 到 另 一 个 平面 的 距离 。 设 在 第 一 个 平面 方程 中 y = 
303 
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Bi UL LAB] = 13， 00 


0，z=0， 那 么 我 们 有 2x+28=0， 即 x = -14。 于 是 得 到 
TAM (-14，0，0) 。 

现在 ， 用 习题 26 中 使 用 的 方法 ， 我 们 可 求 得 由 已 知 点 
M (-14, 0, 00 到 已 知 平面 2x -3y+6z -14= 0 的 距 
离 。 这 个 距离 等 于 6 〈 请 亲自 验证 这 个 结果 ) 。 

30， 求 两 个 平行 平面 x-y+2z-4=10 利 xy 一 y+2z 
+10= 0 之 间 的 距离 。 


$2. 空间 直线 


1. 空间 直线 方程 

通过 已 知 点 Me (xo, yo, 20. ELE GTP IE gq= On, 
n, p) 的 直线 的 方程 形式 为 ， 

r=i0+ iq. 〈《9.7) 

这 个 方程 称 为 直线 的 向 量 参数 方程 。 这 里 + 表示 直线 上 任意 
AM (x, y, 2) 的 疝 量 半径 〈 图 9 》 , RRA Mo» 
Yo 20) WERE, 而 1 为 参数 ， 它 可 以 取 所 有 可 能 的 实数 
值 。 向 量 g 称 为 直线 的 方向 向 量 ， 而 它 的 举 标 ( 即 %，w，p) 
称 为 直线 的 方向 系数 。 

如 果 在 方程 (9.7) 中 使 用 相应 
向 量 的 坐标 ， 那 么 就 得 到 直线 的 参 
数 方 程 ， 


x= xi ttm, 


y-y tnt, 
2=20+ pt, (9.8) 
a09 如 果 从 方程 (3.8) 消去 参数 1， 
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那么 就 得 到 直线 的 典型 方程 ; 
X—Xo ツー ツ o 2-2 x 
ーー = E "ML (9.9) 


通过 两 点 Mi xus ye 20 和 M; Cx, ys, z) 的 直 
线 的 方程 形式 为 : 


ER 


Eust d 2721 
xam Xl ター ツェ 22-21 ^ (9.10) 
空间 直线 可 团 作 是 两 个 平面 的 交 线 ， 即 直线 可 由 已 知 的 
两 个 线性 方程 构成 的 方程 组 来 确定 ， 
Ajx+Biy+Ciz+Di=0, 
¡ES 930 


方程 (3.11) 称 为 直线 的 一 般 方程 。 
2. Wm RR 


向 量 = (m, np) 的 方向 余弦 称 为 直线 的 方向 余弦 。 
ETE AT q = Cm, -n,-7 9) ， 因 此 
XE SL BURS END ARIK: : 


m 
dga PESA 
cosa = E YE nt pt! 
B = キン Tr e 
een Vmit nipi ? 


cosy = tq (9.12) 


EIL LI CzEsLop d VL IMEM MAMADA 
设 给 定 两 条 直线 ， 
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那么 这 两 条 直线 平行 的 条 件 为 ， 


Ma Ma opa ue 


ma nz ba 
VisCH BUE CIO A EO. 
mmo t nne + Dip27 03 (9.14) 
面 两 条 直线 间 的 来 角 9 可 按 下 式 计算 ， 
: mam. + nins +t fui o 
SEP の HE DI o Vm nib p? 
(9.15) 
31， 求 通过 点 Mo。 (2, 1, 80 生平 行 于 向 量 g = (4， 
一 5，- 6) 的 直线 的 方程 。 
fü. 利用 等 式 (9.9) ， 我 们 可 求 得 直线 的 典型 方程 ， 


的 一 般 方 程 ， 


x-2 | y-1l 
TO ps , 
$ > " (recu 
Yy=1_<"3 6y-52+ 9 =0。 
2, 


32. xA Mo (3, 0, - 20 且 平 行 于 向 量 9= 
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(2, 1, 1) 的 直线 方程 。 

33， 求 通过 点 M。( 1 ,0 ,~ 2 》 且 平行 于 向 量 g = (2, 
1, 0) KERDE. 

34, 求 平行 于 OX 轴 且 通过 已 知 点 M C1, 1, 10 的 
直线 方程 。 

fit. 直线 的 方向 向 最 9 与 OX 轴 共 线 ， 因 此 它 在 OF 轴 和 
OZ 轴 上 的 射影 等 于 零 。 向 量 9 可 以 取 两 个 可 能 方向 的 任何 一 
T, RETER. RHK lA = 1 且 选 与 OX 加 的 正方 向 相 
同 的 方 向 , 那么 q =( 1 ，0，0)。 于 是 我 们 可 建立 直线 HR 
ng. 


x-1. ツー1 _ z-i 


1 0 0 ? 


因此 ， 所 求 直线 的 一 般 方 程 为 
(9 1=0, 
2-120, 

35， 求 平行 于 OZ 轴 且 通过 点 M(2 ，~ 1 ,3 ) 的 直 钱 的 
方程 。 

36. NR EARB SES: g) 9=(0，0，1)) 
b)q2(0, 1, 0); 0)q=(1, 0, 2). BIA ERA 
TFE DOE 3:3 

37 ， 已 知 一 条 直线 通过 点 4(- 1, 2, 1) 有 平行 于 


直线 ”7 テー = -和 + 和。 求 这 条 直线 的 方程 。 


解 : 由 于 所 求 的 直线 平行 于 已 知 直线 ， 那 么 可 以 取 已 知 
直线 的 方向 向 量 9= (2, 3, 10 作为 它 的 方向 向 量 。 利 用 
ER (0.0) , WRATAEBI POR BORLUG IU 25 
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メー4 


38. 求 通过 点 4(2，- 3, -1) 且 平 行 于 直线 一 了 4 


A WWAHU. 
39， 求 通过 坐标 原点 和 点 AZ, - 3, - 2) 的 直线 
方 程 。 


解 ， 我 们 取 9= (2 ，- 3, - 2) 作为 方向 向 量 并 利用 
公式 (9.8) , 得 : 
x=2+2t, y=-3-3t, 2=-2-2t, 
40， 求 过 坐标 原点 和 点 M(1 ，4 ,一 3) 的 直线 方程 。 
41， 求 通过 点 4(1，- 2，- 1)》 和 B(3，0，4) 的 
ERIH. 
解 , REAR (9.10) 得 ， 


x-1 +2 z+1 , 
5 A 


3-1 0*2 


x-1 y+2  zt*l 
2 2 5 ? 
42， 求 通过 点 4(- 2, - 1, - 3) MBO, 2,1) 
WES o 


as. ma Z - IR 


角 。 
f. REAA (9.12) He 
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+ 】 


RDUM NES 
cosa = t Ri T 
cosf = 12, cosy = + Se 


夹 角 。 


; x-1 y*t2 2 X2 
45. WW, HR == MARA 
MT ie 2-5 amu 
6 2 2 
x-3 _ ター1 z+4 
46. 计算 直线 一 一 = p $e 和 
x+1 y+3 


fi. 设 在 等 式 (9.15) 中 mx = 2,m-1, bi= 2 和 ms = 
12, n= 3 ，pz= 4, AMR: 


2°12+1°3+2°4 


CoP Tarja V2 TT 00904 
y=26°11’。 
ss x-1 y+4 _ 2-2 
17. 计算 两 直线 8 -= “A 和 
XxXt3 yer xd A 
a. 
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$3。 平面 和 直线 的 关系 


和 平面 
Ax+By+C2+D=0 
之 闻 的 夹 角 可 按 下 式 计 算 : 
|Am + Bn + Cp] 


sin? = VA Bit Cj m eni på 


EA CAO 和 平面 C 平行 的 条 件 为 ， 
Am+Bn+Cp=0, 


MENTA BARA: 
A B.C 
m n p? 


HA E) 在 平面 CO EAR: 
人 
Am+Bn+Cp=00 

通过 已 知 直线 
TUUM EA eL 9, 
Asx + Bay +Caz + D, 0 
E IA 


~*) 


Crx) 


(9.16) 


(9.17) 


(9.18) 


(9.19) 


Aix + Biy + Ciz + Dit 4CAzx + Bay + Caz + Da) 


=0 
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(9.20) 


这 里 ，4 为 任意 实数 。 


1 E 


48. egal - 与 平面 x+2y 


-8z*4- 0 之 间 的 夹 角 。 
解 : 利用 公式 (9.16) , 由子 4=1, B-2, C= -3， 
m-8,n-4, p=2, BA 


sd [1:3 +2-4+(-3)* 2] 
PETT Vir 


= (0,2482; 
9-14'22/, 
+4 = Š 
4). HEARS 31 223 3 y 


-22+5= 0 之 间 的 夹 角 。 
50， 已 知 一 个 平面 通过 点 7(- 1，2，- 3) E5H 


RE, RATA, 


解 ， 显然 ， 所 求 平面 的 法 向 量 n 可 以 取 与 它 平行 的 已 知 
直线 的 方向 向 量 a = (4 , 3, 2) 。 利 用 通过 已 知 点 M 且 
垂直 于 向 量 的 平面 的 方程 ， 那 么 有 

4(z+ 1)+3(y-2)+2(z+3)=0, 或 
dx+3y+2244=0。 


51， 求 通过 点 M(2 ， 1 ，~ 4) dera 


= = 也 的 平面 的 方程 。 
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52. 通过 已 知 点 M(1 ，3 ,2) 作 平 面々 ー2 ッ +2z- 3 
= 0 HERR, DAGTÓOXOR ELARIU MA. 

R: BUPBDREAUSJ EPA A TEE B9 3s E 
n=(1, -2, 2). Xn MMI, 3, 2) fü 
这 条 直线 的 方向 向 量 ， 我 们 可 写 出 它 的 典型 方程 

Xl ed A 5 
to -2 2 "? 

ESA TRA (9.12 RE: 


1 1 
— ——— EE MET 
cosa= t T C23 E 3? 


53. 通过 点 (1, 2, 4) FFM2x+3y+2-4=0 
-的 垂直 ， 试 计算 这 条 直线 的 方向 余 嘴 。 

54. 求 通过 点 M(-1, 1, 2) 且 垂 直 于 平面 4x - 5y 
->z- 3=0 的 直线 的 方程 。 


cr xod? -3 +1 
55. RURI e 93-0 gua + 2y- Be 


ー4=0 的 交点 。 
解 我 们 先 写 出 直线 方程 的 参数 形式 。 设 -2 二 -= 


ター3 2+1 


ュー こち WA x= 2+4i, y=3 +24 2=-1 


+5f。 将 求 得 的 x，y， 2 的 值 代入 平面 方程 ， RTIA: 
2 + 4t+2(3+ 21) -3(-1+51)-4=0, 
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由 此 得 += 1 。 再 将 := 1 的 值 代 入 直线 的 参数 方程 ， 我 们 得 
到 x=6，y=5，z= 4。 于 是 ， (6, 5, 4) 为 所 求 的 
直线 与 平面 的 交点 。 


56， 求 直线 学 ツー ト = A dy ez 
ー22 = 0 的 交点 。 
57. 求 通过 点 〈《- 2 ，2 ，- 4) HETEM x-3y 


+22-26= 0 的 直线 的 方程 ， 并 求 出 垂 足 的 坐标 。 


58. aa AL 。 そ ーー ト 是否 平行 于 平面 
5x-2y+72+3=00 

. 解 ， 利 用 直线 与 平面 平行 的 条 件 (9.17) ， 我 们 得 到 
5 +4+(-2):3+7*(-2)= 0， 即 直线 与 平面 平行 。 


vl. 


59， 检 验 直线 区- 站 -= アー トー = 2- 是 否 平行 于 平面 


3x-5y-3z-4=0。 
60, ME, ARAJ 2 = ti eem 2e- y 
~2z- 9 = 0 上 。 
B 利用 条件 (9.19, Ma=3,b= 1, c2 2, m= 
4, n=2, p- 8, A=2,B=- 1, C=- 2, D=-9 
Bb. MIRE: 
223 +(-1)+1+ (-2)*(-2)- 9 = 05 
2:4+(-1)*2+(-2)"3= 0, 
因此 ， 直 线 在 平面 上 。 


61. 验证 : 直线 E ü z+ _ 2i a 


3x-Ay-22- 1-0 E, 
62、 求 通过 直线 2777 90 670 
x-ytzt3-0 
1, - 1) 的 平面 的 方程 。 
解 ， 利 用 等 式 〈9.20) ， 我 们 可 写 出 通过 已 知 直线 的 平 
面 束 的 方程 ， 
2x+y~32+4+A(x- y+2+ 3)=0。 (x) 
APA MEAR AAA, 那 久 特 々 =2 y= 
1，z= 一 1 代入 关系 式 (* ) P, RMA 
i 2°2+1-3°(-1)+4+4(2-1-1+3)=0, 
或 12+34= 0 。 
由 此 得 4= - 4 。 再 将 求 得 的 值 代入 关系 式 COO 中 ， 我 们 
得 到 


MAM (2, 


2x-5y+72+8=00 
| 2x-4y+52+5=0, 
63. 求 通过 直线 AA 和 点 M(3， 
2x-y+2z-1=0 , 
2, 1) 的 平面 的 方程 。 
$4. £s d 题 


64， 求 通过 点 M(- 2, 2, - 8). 且 平 行 于 向 Mg- 
(2, - 4, 5) 的 直线 的 典型 方程 和 人 参数 方程 。 
65. 已 知 一 条 直线 通过 点 M(1 ，2 ，3)， 它 的 方向 向 


EOX, OYW, OZ 轴 分 别 组 成 角 a= go B= 
E, Yo 。 试 建立 这 条 直线 的 典型 方程 和 参数 方程 
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メー3 t a 
66. 求 直线 一 了 一 = ーー ィ Es LU 


tis WT 
vo 之 间 的 夹 角 。 


67, 求 通 过 OZ 轴 和 点 .4(1，- 2, 1) 的 平面 的 方 

68. 如果 点 7(2, - 1，2) 是 由 坐标 原点 向 某 个 平 
面 所 作 垂 线 的 牌 足 ， 求 这 个 平面 的 方程 。 

69, REMOS, 2,- 1) 在 平面 2z- ッ +3z+23=0 
上 的 射影 。 


T0. HA ーー クー 和 平面 6x- 3y 一 23 


= 0 之 闻 的 夹 角 。 


71. xa P. x - ME 工 和 平面 3x+5y 


ー タ ー2 = 0 的 交点 。 


小 E 
第 一 组 第 二 组 
D 或 通过 点 4 (2， 一 3， D 求 通过 点 4( 1, 3, 一 5) 


4 ) 且 平行 于 向 量 #= (一 1]，4，| 和 B(4， 一 1，2) 的 直线 的 典 

一 2〉 的 直线 的 典型 方程 和 参数 | 型 方程 和 参数 方程 。 

方程 。 
D 已 知 平面 着 这 两 点 4(1， 2) 已 知 平面 通过 点 M( 一 2 

2,1050HCO, 83, 4D, HEEF | 1，2) 有 具 平 行 于 两 个 向 量 a= 

平面 々 オ 2 ッ ー タ = 0， 求 这 个 平面 | 一 i+27 一 3k 和 3=5i 一 了 + RË 

的 方程 。 个 平面 的 方程 。 


315 


ー3 


zm 和 平面 2x 一 y+ 3z 


闻 的 夹 角 。 [^ 1 = 0 的 交点 。 


ーー 和平 面 2z キ ッ + ォ 5=0 之 | = 
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第 十 章 多 面体 及 其 表面 积 
$1, & E 


1. 三 棱柱 ， 四 棱柱 和 六 棱柱 各 有 多 少 个 面 ， 顶 点 ， 楼 - 
和 侧枝 ? 
2. ZIRE, WHH, ARENA A 
fa, WAMESHA? 
3, ZER MEH, Pe 
4. 1) 在 三 楼 桂 ， MBE, ARMARIO, a 
条 侧枝 可 作 多 少 个 对 角 面 ? . 
2) 在 四 棱柱 ， 六 楼 柱 和 “棱柱 中 ， 通 过 所 有 的 侧 楼 可 作 
多 少 个 对 角 面 ? 
. 5, 三 棱柱 ， 由 棱柱 ， 六 楼 柱 和 ”楼 柱 的 所 有 的 面 角 的 
和 各 等 于 多 少 ? 
6, 证明， 垂直 于 酸 柱 侧 楼 的 截面 ， 和 每 个 侧面 都 垂 
直 。 ` 
7. EB]. 棱柱 的 棱 数 能 被 3 整除 。 
8. Up. EE, 真 四柱 , HARE, En Bt, 
它们 的 二 面 角 的 和 各 等 于 多 少 ? 
9. 证明， 棱柱 的 所 有 侧枝 对 底面 的 倾角 都 相等 。 
i0. ER: AEB, BE AS EEE 
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离 等 于 楼 柱 的 垂直 截面 三 角形 的 高。 

11， 在 正六 梳 柱 中 ， 底 边 等 于 m， 侧 面 为 正方 形 。 求 楼 
柱 的 对 角 线 长 及 对 角 面 的 面积 。 

12， 在 正三 楼 柱 中 ， 每 条 楼 都 等 于 a。 通 过 一 条 府 边 和 
对 称 轴 的 中 点 作 平面 ， 求 截面 的 面积 。 

13， 在 正四 楼 柱 中 ， 广 的 对 角 线 等 于 mm， 侧面 的 对 角 线 
等 于 n， 求 楼 柱 的 对 角 线 长 。 

14， 已 知 正四 楼 柱 的 底 边 等 于 o， 高 等 于 /。 求 从 底 边 到 
档 柱 的 与 它 不 相交 的 对 角 线 的 最 短 虐 离 。 

解 ， 直 线 AB 和 DB 是 异 面 直 
线 。 这 两 条 直线 在 与 其 中 一 条 音 线 p, 
A D 
MAA, RAR AA NU 
的 距离 就 是 这 两 条 异 面 直线 之 间 的 
距离 (图 101》〉》。 C 

将 直线 AD 和 万 5 投影 到 侧面 
AADDE, 我们 可 得 点 4 和 线段 
AD. 图 101 

4B 和 DB:; 之 间 的 距离 等 于 由 点 4 到 AD HER, WE 
| ABA A DIS AK 

. 5 
14K] AA -J 

15， 在 正四 楼 柱 中 ， 对 角 线 对 侧面 的 倾角 为 30*， 求 它 
ARI ROBUR. 

16、 在 正三 楼 柱 中 ， 底 边 等 于 12em， 侧 楼 等 于 10/8 
om。 求 通过 侧 校 且 牌 直 于 它 所 对 侧面 的 截面 的 面积 。 

i7. XEEUE BRE B, JEYXLRSST13em, 20cm, 21cm, $ 


318 


柱 的 高 等 于 25cm. EMBAR EI LR L 
UBL. 

18. ERRATA EL, TOMAR 30 等 于 
8 cm，5cm 和 2cm。 求 棱柱 的 底 边 长 。 

19。 已 知 长 方 体 各 边 的 长 度 为 ，1) 12, 16,21, 2) 2, 
4 ，6 。 求 长 方 体 对 角 线 的 长 。 

20. 已 知 直 平 行 六 面体 的 每 条 楼 都 等 于 a ， 席 面 上 的 锐 
角 等 于 60”。 求 这 个 六 面体 的 对 角 线 长 。 

21. 证 明 ， 在 一 切 平行 六 面体 中 ， 对 角 线 的 平方 和 等 于 
各 楼 的 平方 和 。 

22. 车 直 平 行 六 面体 的 所 有 对 角 线 都 相等 ， 求 证 这 个 平 
行 六 面体 是 长 方 体 。 

23, 求 立 方 体 的 楼 a 和 它 的 对 角 线 d 之 间 的 关系 。 

24. 求 立方 体 的 对 角 线 d 和 它 的 侧面 的 对 角 线 di 之 间 的 
关系 。 

25. RITA RATE UR TZ ARA. 

26. RITA NAAA. 

27. 如 果 立 方 体 的 校长 等 于 100m ， 那 么 要 制造 这 样 的 
立方 体 框架 和 它 的 所 有 的 对 角 线 ， 需 要 用 多 长 的 金属 丝 ? 

28. 立方 体 的 楼 等 于 a。 求 由 对 角 线 到 与 它 不 相交 的 楼 
间 的 最 短 距离 。 

29. 求 由 立方 体 的 顶点 到 它 的 对 角 线 的 距离 。 

30. 如 果 长 方 体 的 侧面 的 对 角 线 分 别 等 于 11，19 和 20， 
求 这 个 长 方 体 的 对 角 线 。 

31， 如 果 长 方 体 的 对 角 线 与 谋面 组 成 的 角 为 415° 和 60°， 
底 边 的 长 等 于 17cm 和 31cm。 求 这 全 长 方 体 的 对 角 线 。 

32. 已 知 长 方 体 的 底 边 等 于 a 和 65， 高 等 于 hh。 求 这 个 长 
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方 体 的 对 角 面 的 面积 。 

33， 平 行 六 面体 的 各 面 均 为 边 长 等 于 a， 而 夹 角 等 于 60° 
的 全 等 的 萎 形 。 求 它 的 对 和 角 面 的 面积 。 

34， 如 果 用 一 个 平面 将 立方 体 断 开 ， 那么 其 截面 形状 能 
TOM. D 不 等 边 三 角形 ，2) 等 腰 三 角形 : 3) 等 边 三 角形 ; 
4) 直角 三 角形 。 

35， 已 知 立 方 体 的 楼 等 于 c， 求 它 的 对 角 面 的 面积 。 

36， 已 知 立方 体 的 截面 通过 由 一 个 顶点 引出 的 三 条 校 的 
端点 。 如 果 立 方 体 的 棱 长 等 于 a， 求 截面 的 面积 。、 

37, 己 知 立方 体 48BCD- 4ipiCrDr， 过 三 条 楼 41Bl 
4aDi 和 CD 的 中 点 作 截 面 。 证 明 ， 所 得 的 截面 为 正六 边 形 。 
车 立方 体 的 楼 长 等 于 a， 求 截面 的 面积 。 

38， 已 知 立方 体 的 楼 长 等 于 a， 求 过 立方 体 对 角 线 的 中 
点 且 与 对 角 线 蛋 直 的 截面 的 面积 。. ' 

39， 已 知 立方 体 的 棱 长 等 于 ao， 过 由 一 个 顶点 引出 的 三 
条 棱 的 端点 作 截 面 ， 求 截面 的 局 长 和 面积 。 

40, fI UBER USER EAST 20cm, 34cm 和 42cm, 
3R BER B5 A01 T EA B RI TT P) BEL Se 

41, AETA HEKA ABCD, H 中 ご 』4 り = 
60^, MEX 60%, BSP TE 44CC 38 HTK 
面 。 求 证 ， 截 而 681DiD 和 44iCaC 的 面积 比 为 2: 3 。 

42. 已 知 解 平行 六 面体 的 府 是 边 长 为 a 的 正方 形 ; 其 中 
一 个 座 的 某 个 顶点 在 另 一 个 座 上 的 射影 为 正方 形 的 中 心 。 平 
行 六 面体 的 高 等 于 石 。 求 侧 梭 对 底面 的 倾角 。 — 

43. 已 乞 斜 平行 六 面体 的 诬 为 蓉 形 ， 一 条 侧 楼 与 相 邻 的 
两 条 府 边 组 成 等 角 。 求 证 ， 平 行 六 面体 在 这 条 楼 上 的 项 点 投 
影 到 底面 上 的 点 恰 在 底 的 对 角 线 上 。 
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§ 2。 核 柱 的 表面 积 


棱柱 的 侧面 积 等 于 棱柱 的 垂直 截面 的 周 长 与 它 的 侧 楼 长 
WRR: 
Seg = Pl, (10.1). 
44. 立方 体 的 表面 邊 等 子 ぐ , REVES. 
49, 求 立方 体 的 表面 税 
1) SEE BP SS] f s 
2) 立方 体 的 对 角 面 为 Q。 
46， 两 个 立方 体 的 全 面积 等 于 S 和 Q。 这 两 个 立方 体 的 
楼 长 的 比 是 多 少 ? 
47， 已 知 长 方 体 的 高 等 于 h， 座 的 面积 为 S$， 对 角 面 的 
面积 为 9。 求 长 方 体 的 侧面 积 。 
48， 己 知 长 方 体 各 楼 长 的 比 为 3 : 6 122， HARKET 
23cm， 求 长 方 体 的 全 面积 。 


49. 证明 ， 甸 本 各 等 于 全 面积 的 -的 长 方 体 是 正方 体 。 


9. OSA OMA AMAT o, 6 Mo, 
求 它 的 全 面积 。 

51. 已 知 长 方 体 的 底 边 : 等 于 6 cm $18 cm 5 sanc 
积 等 于 180cm2， 求 长 方 体 的 全 面积 。 

52. 已 知 长 广 体 的 全 楼 等 于 120m， 对 角 面 的 面积 为 313 
cm2， 底 的 面积 为 240cm2:， 求 底 边 的 长 。 :」 

53, 已 知 直 平 行 六 面体 的 底 边 等 于 .3cm 和 和 gem， 它 们 的 
夹 划 为 869"， 且 六 面体 的 较 长 的 对 角 线 等 于 49cm， 求 直 平 行 
六 面体 的 侧面 积 。 
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54， 已 知 直 平 行 六 面体 的 底 为 对 角 丝 等 于 12cm 和 16cm 
的 萎 形 ， 侧 面 的 对 角 线 等 于 26cm， 求 直 平 行 六 面体 的 全 面 
积 。 

…*55， 己 知 直 平行 六 面体 的 对 角 组 与 底面 组 成 的 角 为 30° 
和 45"， 底 边 长 等 于 6 cm 和 8 cm 。 求 直 平 行 六 面体 的 侧面 
积 。 

56， 已 知 直 平行 六 面体 的 底 边 长 等 于 5cm 和 2w 2 cm ， 
它们 的 夹 角 为 45", 直 平行 六 面体 的 较 短 的 对 角 线 等 于 7cm， 
求 它 的 全 面积 。 

57， 根 据 底 边 c 和 侧枝 ! 计 算 下 列 楼 柱 的 全 面积 ，1) 三 
ME, 2 ) mm, 3) KRE. i 

58. 己 知 正六 楼 柱 的 最 长 的 对 角 线 等 于 13cm, 側面 积 
等 于 180cm2， 求 棱柱 的 全 面积 。 

59. 已 知 正四 棱柱 的 对 角 线 长 为 ! 且 对 角 线 与 侧面 组 成 
a 角 ， 求 楼 柱 的 侧面 积 。 

60. 已 知 正 六 棱柱 的 对 角 线 长 为 17cm 和 15cm， 求 棱柱 
的 侧面 积 。 

61. 已 知 正六 楼 柱 最 大 裁 面 的 面积 等 于 9 ， 求 楼 柱 的 侧 
面积 。 

62， 已 知 直 杨 柱 的 底 为 梯形 45CDD。 梯形 的 两 条 平行 边 
BC 和 .AD 等 于 26em 和 40cm， 两 条 不 平行 的 边 4B 和 CD 等 于 
15cm 和 13cm， 截 面 441C4C 的 面积 等 于 370cm, RERI 
MEA. 

63. CIERNE. RENNA R F F 10em 
和 6w 2 cm, 高等 子 6cm。 求 楼 柱 的 側面 息 。 E 

64。 已 知 直 三 棱柱 的 底面 三 角形 的 三 边 之 比 为 17:15:8， 
侧枝 等 于 20cm， 全 面积 等 于 2080cm*。 求 这 个 棱柱 的 表面 


822 


Mo 

65. 己 知 直 楼 柱 的 席 为 等 腰 梯形 ， 梯 形 的 腰 等 于 26cm， 
两 底 等 于 22cm 和 42cm， 械 柱 的 对 角 面 的 面积 为 400cm2， 求 
BEKLER. i 
56. 己 知 直 三 楼 柱 的 底面 三 边 分 别 等 于 34em，50cin 
和 52cm， 通 过 便 棱 与 底面 上 的 较 短 高 的 截面 的 面积 等 于 
480cm2， 求 梭 柱 的 侧面 积 。 

87， 已 知 斜 楼 柱 的 底面 是 边 长 为 a 的 正三 角形 ， 侧 楼 长 
等 于 %， 一 条 侧 相 与 相 邻 的 两 条 底 边 组 成 45。 角 。 求 棱 壮 的 侧 
if. 

68， 已 知 斜 三 棱柱 的 各 侧 棱 间 的 距离 等 于 100m, 10cm 
和 12cm， 侧 楼 长 等 于 <， 且 侧 楼 与 相 邻 底 边 组 成 60° 角 。 求 
EID popu i 

69. DIME RAT HIS T RA EO RII ABE; 侧 楼 
长 等 于 c; 且 侧 赎 与 底 边 组 成 60" 角 。 求 平行 六 面体 的 侧面 积 。 


T E 


70. REAR OR TAREA: 1) ERA, 
2) 正四 棱锥 3 EKRE, 

71. 按 扩 边 c 和 高 4 求 下 列 楼 锥 的 斜 高 ， 1 ) 正三 棱锥 
2) EIE, 3) ERRE. 

72. 按 底 边 c 和 高 p 求 下 列 棱 锥 的 侧枝 ，1 ) 正三 棱锥 y 
2) 正四 棱锥 3 ) EKRE 。 

73. ŒH, EZR (四面 体 ) 不 相交 的 楼 互相 垂直 。 

74， 己 知 正 六 楼 锥 的 侧面 与 底面 组 成 的 二 面 角 等 于 60°， 
庶 边 长 等 于 o， 求 棱锥 的 高 和 边 心 距 。 
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75， 己 知 正 三 棱锥 的 侧 楼 等 于 m 且 与 底面 组 成 c fü, R 
棱锥 底 边 的 长 。 

76 .已 知 正 四 棱锥 的 高 等 于 / ， 侧 面 与 底面 组 成 的 角 为 
a， 求 棱锥 的 侧 棱 长 。 

77. 己 知 正四 棱角 的 高 与 侧枝 间 的 夹 角 为 a ， 底 面 边 长 
等 于 ao， 求 棱锥 的 侧 棱 长 。 

78. 己 知 正三 棱锥 的 高 与 侧枝 间 的 夹 角 为 c， 底 面 边 长 等 
Ta, REA. 

79, 已 知 正四 棱锥 的 侧 楼 等 于 m, 侧 楼 与 底面 组 成 c 角 。 
通过 两 条 相 邻 底 边 的 中 点 及 高 的 中 点 作 平面 。 求 所 得 的 截面 
的 面积 。 

80. 在 正三 楼 能 3- -ABCH, "m 
倾角 为 a。 过 两 条 楼 4B 和 BC 的 中 点 作 平 行 于 楼 SB 的 平面 。 
T 

, 81.. GARE MARRAS a, "m 与 底面 组 成 的 角 
NN 

82， 已 知 正四 棱锥 的 底 边 等 于 a. ， 侧 棱 对 底面 的 倾角 为 
a, psit eed uei E 求 截面 的 面积 。 

， 马 知 正 三 棱锥 的 底面 与 侧面 组 成 的 二 面 角 为 p, R 
i l 

. 84. 己 知 正三 楼 锥 的 底面 边 长 等 于 96m, Lr am 
18cm, ii RET MUTANT, 求 截面 
EIL 

85. WEW: Ju BEHERO RUE AMARA 都 
EA E E ES 
圆心 。 

86. GEA: 通过 正 棱锥 的 高 和 途 高 的 平面 阜 直 于 侧面 、 
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87. 正明 , UREA TIA, WANEH 
面 成 60° 角 。 

88. 已 知 棱锥 的 度 面 是 边 长 为 12cm 和 16cm 的 短 形 。 B. 
每 条 侧枝 都 等 于 26cm。 求 棱锥 的 高 。 

8389， 已 知 棱锥 的 底面 是 边 长 为 em，2lcm 和 29cm 的 三 
角形 ， 侧 棱 对 底面 的 价 角 为 45。。 求 棱锥 的 高 。 

90. 已 知 棱 包 的 底面 为 直角 三 角形 。 且 过 底面 一 条 直角 
边 的 侧面 和 过 底面 斜 边 的 侧面 都 短 直 于 底面 。 求 证 ， 这 个 校 
leal 
91, 已 知 楼 锥 的 席 面 是 边 长 为 3cm 和 7em， 一 条 对 角 线 
Mon TIE, BEER AT iom, EURO A 
DIL3 ES TITIM 

92. 已 知 ， 楼 匆 的 底面 是 边 长 和 一 条 对 角 线 长 都 等 于 4 
mip, REDES TEEKKARI O g 
Te RRT N 8D 20 LEEF O KN TA S 
HA. 

93. 已 知 四 楼 锥 底面 的 三 个 依次 排列 的 角 的 比 为 2:3:4， 
楼 铁 的 侧枝 与 底面 组 成 相等 的 角 。 求 四 棱锥 底 丙 四 边 形 的 平 
面 角 。 

94。 已 知 棱锥 的 底面 是 底 边 为 12cm; BEN 106m 的 等 腰 
三 角形 。 棱 锥 的 侧面 与 底面 组 成 含 45* 角 的 相等 的 二 面 角 。 
求 这 个 棱锥 的 高 。 

95. 过 棱锥 的 高 的 中 点 作 平行 于 底面 的 截面 。 如 果 底 面 
积 等 于 9$， 求 截面 的 面积 。 

96. 在 棱 包 中 ， 如 果 平 行 于 底面 的 截面 的 面积 等 于; 


1 ) 底面 积 的 二 ，2 ) BRO Es 3) BNO. d 
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AREK RP BIO HEE? 

97. 将 棱锥 的 高 分 成 四 等 分 ， 过 各 分 点 作 平 行 于 席 面 的 
平面 。 已 知 棱锥 的 席 面 积 等 于 100cm?, 求 各 截面 的 面积 。 

98. 棱锥 的 高 等 于 36cm, MERET 400cm*。 如果 -- 
个 平行 于 底 的 截面 的 面积 为 100cm2z， 那 么 由 底面 到 截面 的 距 
离 是 多 少 ? 

99. 已 知 棱 锥 的 截面 平行 于 底面 且 将 高 分 成 2:5 两 部 
分 REMAR EHA 、, RES MARAMA: 
189cm2。 求 截面 的 面积 。 

100, ERAS TERNERA NETA 
0， 而 侧枝 等 于 c， 求 下 列 棱 台 的 高 ， 1) 正三 楼 台 ，2) ÉE 
MEE; 3) 正太 核 合 。 

101. 在 n 榨 台中 可 作 多 少 条 对 角 线 ? 

102 已 知 正四 榨 台 的 下 席 面 和 上 席 面 的 边 长 分 别 等 于 a 
和 0， 侧枝 与 底 边 组 成 60" 角 。 求 楼 台 的 高 。 

103 已 知 正四 棱 台 的 两 底面 的 边 长 分 别 等 于 10dm 和 
2 dm， 高 等 于 2dm。 求 棱 台 的 侧 楼 。 

104. 已 知 正 四 校 台 的 高 等 于 36cm， 终 高 等 于 45cm， M: 
两 底面 的 边 长 的 比 为 1: 4 。 求 两 底面 的 边 长 。 

105. 已 知 正四 楼 台 的 高 等 于 7cm， 而 两 席 面 的 边 长 分 
蓝 为 gcm 和 5cm。 求 校 台 对 角 线 的 长 。 

106. WE: BURBoM BEBE EG ETETA, M ARAK 
中 截面 面积 , 那 名 ン 7 -0.56/ B1 -v Br) o 

107. 己 知 正六 枝 台 的 两 底面 的 边 长 分 别 等 于 4cm 和 
2cm ,侧面 与 底面 组 成 的 二 面 角 等 于 60"。 过 大 底面 的 一 条 边 
及 它 在 另 一 底面 上 的 对 边 作 和 截面 。 求 截面 的 面积 。 
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de 
CER AE 


$ 4。 検 企 的 表面 税 


ES 
半 : 


SERMER = F Phe (10.2) 


正 楼 台 的 侧面 积 等 于 两 底面 周 长 之 和 的 一 半 与 斜 高 的 乘 
积 ， 


Seeman = ECP: + Path (10.3) 


108， 按 底 边 a 和 高 HATO AA: 1) EX 
HH, 2 ) 正四 棱锥 ，3 》 正 六 棱锥 。 

109. 如 果 正 三 械 锥 的 高 等 于 gem， 而 斜 高 等 于 18em， 
求 这 个 棱锥 的 侧面 积 。 

110， 已 知 正四 楼 锥 的 侧面 积 等 于 240cm2， 而 全 面积 等 
于 384cm2， 求 枝 锥 底 边 的 长 和 楼 锥 的 高 。 

111. 已 知 正三 棱锥 的 底面 边 长 等 于 a， —— 
成 的 角 为 30" ， 求 楼 锥 的 全 面积 。 

112， 己 知 正四 棱锥 的 对 角 面 的 面积 与 底面 积 相 等 ， 确 
面 的 边 长 等 于 a。 求 正四 棱锥 的 侧面 积 。 

113. 根据 正四 棱锥 的 高 4 和 侧面 积 惟 来 计算 正四 楼 雏 的 
底 边 长 。 

114. 已 知 正四 楼 锥 的 底面 的 边 长 等 于 2dm， 两 个 侧 面 
组 成 的 二 面 角 等 于 120° ， 求 棱锥 的 侧面 积 。 

115. 已 知 正四 棱锥 的 谋面 积 和 对 角 面 的 面积 都 等 于 5 
平方 单位 ， 求 棱锥 的 侧面 积 。 
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116. 立方 体 的 上 底 的 中 心 和 下 底 各 边 的 中 点 是 内 RA 
锥 的 顶点 。 如 果 立 方 体 的 档 长 等 于 a， 计 算 棱锥 的 侧面 积 。 

117. MEEA REKKAA a, 高 为 求 这 个 校 锥 的 
ZER i 

118. 已 知 侧 楼 2 和 高 A&， 求 正三 棱锥 的 侧面 积 。 

.…119, 已 知 正六 棱锥 的 斜 高 等 于 R, ， 底 面 的 边 心 距 等 于 
r， 求 棱锥 的 全 面积 。 

120, 楼 锥 的 底面 是 边 长 为 16cm 的 正方 形 ， 它 有 了 两 个 便 
面 垂 直 于 底面 。 如 果 棱 镍 的 高 等 于 12cm ， 求 它 的 全 面积 。 

.121, 已 知 棱 猴 的 多 面 为 直角 三 角形 ， 它 的 两 条 直角 边 
分 别 为 3cm 和 4cm。 il il dat 求 
棱锥 的 全 面积 。 

122， 已 知 棱锥 的 底面 是 对 角 线 为 bm 和 8m 的 莹 形 , dit 
的 高 等 于 1m。 如 果 各 侧面 与 底面 组 成 的 二 面 角 都 相等 , 求 这 
个 棱锥 的 全 面积 。 

183. 棱锥 的 底面 是 边 长 分 别 为 6em，10cm 和 14cm 的 三 
角形 。 核 锥 的 各 侧面 对 底面 的 倾角 都 等 于 60*。 求 这 个 械 锥 
的 全 面积 。 - 

124. EMERALD y a 和 
b, BA. RFIERRKMER: 1) 三枝 台 , 2) 四 楼 
台 , 3) ARA) 4 ) ni. 

125. BREME S IPS AAA A 240m 和 8 

cm， 高 为 15cm。 求 楼 台 的 金 面积 。 


$5. £k 合 E 


126， 已 知 长 方 体 的 两 个 底面 的 边 长 之 比 为 7 :24， 对 角 
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7 
面 的 面积 六 50cm?。 求 长 方 体 的 侧面 积 。 

127. 已 知 直 三 楼 柱 的 底面 的 边 长 等 于 10cm, izem 各 
21cm。 过 一 条 侧 楼 和 底面 二 较 短 的 高 作 截 面 ， 其 面积 为 72 
cm2。 求 棱柱 的 侧面 积 。 

128， 己 知 直 六 面体 的 底面 的 边 长 为 17cm 和 28cm， 席 面 
的 一 条 对 角 线 为 25cm, 两 个 对 角 面 的 面积 之 和 与 请 面 的 面积 
之 出 为 16:15。 求 对 角 面 的 面积 、 

129 ， 已 知 直 三 雄 柱 的 底面 的 边 长 之 比 为 9 10:17, W 
长 为 16cm， 全 面积 等 于 1440cm*。 求 这 个 棱柱 的 侧面 积 。 

130， 己 知 直 械 柱 的 底面 是 边 长 为 a, 夹 角 为 60° 的 净 形 。 
过 一 个 底面 的 长 对 角 线 与 另 一 底面 的 邹 角 的 顶点 砷 截面 ， 其 
截面 为 直角 三 角形 。 求 棱柱 的 全 面积 。 

,131. 已 知 直 棱 柱 的 底面 是 底 边 分 别 为 lcm 和 21lcm， 腰 
为 13cm 的 等 契 梯 形 。 楼 柱 的 对 角 面 的 面积 为 180cm?。 求 这 个 
棱柱 的 全 面积 。 

132. 已 知 直 三 楼 柱 的 底面 的 边 长 之 比 为 3 :4:5 ， 侧 
楼 长 为 tcem， 校 柱 的 全 面积 等 于 504cm?。 求 这 个 楼 柱 的 i 
面积 。 

: 483， 已 知 直 楼 柱 的 底面 是 等 蚌 梯 形 。 对 角 面 和 两 不平 
行 侧 面 的 面积 分 别 为 320cm2，176cm2 和 336cm?, RREN 
全 面积 。 

134， 直 三 楼 柱 的 诬 面 的 边 长 之 比 为 17:15:8， 侧 棱 等 于 
i6cm。 如 果 这 个 楼 柱 的 全 面积 为 1760cm?， 求 底面 的 边 长 。 

135. 已 知 楼 柱 的 底面 是 外 接 圆 半径 为 + 的 正三 角形 ， 校 
柱 的 侧 画 是 正方 形 。 求 棱柱 的 全 面积 。 

136， 已 知 楼 柱 的 底面 是 边 长 为 6cm 的 正三 角形 , 棱柱 的 
侧枝 长 为 5cm。 上 底面 的 一 个 顶点 的 射影 谷 为 下 底面 的 中 心 。 
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求 棱柱 的 侧面 积 。 


137， 已 知 平行 六 面体 的 底面 是 边 长 为 4 的 正方 形 ， 它 的 
高 也 等 于 o。 一 条 侧 棱 在 下 底面 上 的 射影 与 对 角 线 的 一 半 重 


PE 


合 。 求 这 个 平行 六 面体 的 侧面 


积 。 


138. 证明， 对 角 面 秋 直 于 雇 面 的 四 楼 柱 是 直 楼 柱 。 
139. 证明 :如果 四 楼 锥 的 各 棱 都 相等 ， 那 么 这 个 棱 H 


EERE, 


140， 已 知 棱锥 的 底面 是 直角 三 角形 ， 且 楼 锥 的 侧 棱 都 


相等 。 求证 ， 过 底面 斜 边 的 侧 
141. 
面 的 倾角 都 相等 。 求 证 ， 梯 形 


面 垂直 于 棱锥 的 底面 。 


已 知 梳 锥 的 底面 是 等 腰 梯 形 ， 楼 锥 的 各 侧面 对 UR 


的 腰 等 于 它 的 中 位 线 。 


142. 己 知 棱锥 的 底面 是 边 长 为 c 的 正方 形 。 具 有 公共 楼 


的 两 个 侧面 垂直 于 底面 。 而 另 
60, ABRA EA. 


小 


第 一 组 

D 已 知 平行 六 面体 的 底面 
是 边 长 为 3c m 和 5cm， 夹 角 为 60* 
的 平行 四 边 形 ， 较 大 的 对 角 面 的 
而 积 为 63cm*。 求 平行 六 面体 的 | 
全 面积 。 
2 BARBA! 
面 的 面积 分 别 为 25cm? 和 9cm?, M 


两 个 侧面 对 底面 的 倾角 都 是 


1 


第 二 组 

D 已 知 直 棱 柱 的 底面 是 底 边 
Jjiicmfül21cm, JJ 13cm 的 等 
BEK. RERIK 而 PA 
180cm"*。 求 棱柱 的 全 面积 。 

2) 已 各 棱锥 的 底 而 是 边 长 分 
别 为 6cm, 10cm 和 14cm 的 三角 
形 。 各 侧面 与 底面 组 成 的 二 面 角 者 


棱 与 下 底面 成 45" 角 。 求 棱 台 的 侧 
面积 。 
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等 于 30"。 求 楼 锥 的 侧面 积 。 


第 十 一 章 旋 转 d 


$1. 加 柱 


1. 已 知 圆柱 体 的 底面 半径 为 3 cm. 高 为 8 cm 。 求 轴 
截面 的 对 角 线 长 及 这 条 对 角 线 对 庶 面 的 倾角 。 

2. 已 知 圆 柱 体 的 轴 截 面 的 对 角 线 为 26cm ， 圆 柱 体 的 
高 为 24cm 。 求 圆柱 体 的 底面 积 。 

3. 已 知 较 柱 体 的 底面 半径 为 13cm ， 高 为 20cm 。 求 
Bil 5 cm 且 平 行 于 轴 的 截面 的 面积 。 

、 4. 已 知 圆柱 体 的 截面 平行 于 轴 ， IRE Roo 
弧 。 圆 柱 体 的 高 等 于 15cm ， 截 面 到 圆柱 体 的 轴 的 距离 等 于 
3 cm 。 求 这 个 截面 的 面积 。 

5. 等 轴 圆 柱 〈 轴 截面 为 正方 形 ) 的 轴 截 面 的 对 角 线 等 
于 a，, 求 这 个 圆柱 体 的 内 接 六 楼 柱 的 全 面积 。 

6. 圆柱 体 的 底面 面积 与 轴 裁 面 面 积 之 比 为 z+2。 求 加 
截面 的 对 角 线 所 夹 的 锐角 。 

7. 己 知 等 压 三 角 的 底 边 等 于 02cm. WAT 4cm, E 

的 三 个 顶点 者 在 一 个 圆柱 体 的 表面 上 。 图 柱 体 的 轴 垂 直 于 三 

角形 的 廣 辺 且 与 三角 形 所 在 平 面 成 30° f. Sd 
半径 。 

8， 忆 知 这 长 为 1 的 正方 形 的 各 而 点 在 一 个 国 柱 体 的 家 
面 上 ， 贺 柱 的 轴 垂 直 于 正方 形 的 一 条 边 且 与 正方 形 平面 组 成 
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a fü. 求 囲 柱 体 表面 的 半径 。 

9. BARRA EEE RA + 的 圆柱 体 内 切 于 一 
个 正三 棱柱 ， 求 这 个 棱柱 的 侧面 积 。 

10, 已 知 直 楼 柱 的 底面 是 一 个 直角 边 为 6 em 和 8 cm 的 
直角 三 角形 ， 侧 楼 长 为 10cm ， 求 棱柱 的 内 切 和 外 接 圆柱 体 
HAREDER 

11， 已 知 正 三 棱柱 的 侧枝 等 于 ec, 侧 棱 中 点 同 底面 中 心 的 
连结 线 与 底面 组 成 < ES UA p p DIL Fe 8 b ARTE 2 GT 
s. ' 


$2. Mé, MA 


12. 己 知 圆锥 的 底面 半径 为 5 cm ， 它 的 高 为 12cm 。 求 
圆锥 的 轴 截 面 的 面积 ， 母 线 长 和 母线 对 底面 的 倾角 。 

13. 已 知 圆锥 的 轴 鹤 面 的 面积 等 于 48cm ， 它 的 母线 与 
底面 成 < mo RIVA AR o i 

14. BARREA 6cm, EM 2em, R 
PF BLA Bp BE 2 cm MARTA 

15. 已 知 圆锥 的 截面 平行 于 轴 且 截 得 底面 贺 周 的 弧 为 
120° 。 圆 锥 的 高 等 于 12cm， 截 面 距 轴 3cm 。 求 截面 的 面 
积 。 

16， 己 知 图 锥 的 谨 面 半径 为 Ro RPTE ENEE E. 
将 高 分 为 m:n“ 由 顶点 到 底面 的 截面 的 面积 。 

17. 己 知 等 边 圆锥 〈 轴 截面 是 等 边 三 角形 ) 的 底面 半径 
等 于 R， 两 条 母线 间 的 夹 角 等 于 60”。 求 过 这 两 条 母线 所 作 
的 截面 的 面积 。 

18. 圆锥 的 高 等 子囊， 高 和 母线 间 的 夹 角 等 于 30* 。 如 
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果 丙 条 母线 间 的 夹 角 为 60^ ， 求 过 这 两 条 母线 的 截面 的 面 
Bo. 

19. 图 锥 的 底面 半径 等 于 尺 ， 高 等 于 五 。 如 果 两 条 母线 
在 底面 圆周 上 截 得 的 弧 为 90".， 求 过 这 两 条 母线 的 截面 的 面 
积 。 

20. 过 圆锥 顶点 的 截面 对 庶 面 的 倾角 为 60* 且 在 底面 贺 
周 上 截 得 的 弧 为 99”。 如 果 圆 锥 的 高 等 于 厅 ， 求 这 个 截面 的 
面积 。 . l i 

21， 己 知 图 锥 的 底面 半径 RMS., AE: ES 
的 校长 。 

22. 己 知 圆锥 的 底面 半径 为 尺 ,高 为 后 。 求 内 接 王 圆 锥 
的 且 侧 而 为 正方 形 的 正三 棱柱 的 棱 长 。 

23， 根 据 圆 铁 的 轴 截 面 的 顶 角 是 直角 ， 锐 角 或 钝 角 来 证 
明 圆 锥 的 高 是 等 于 ， 大 于 或 小 于 底面 的 半径 。 

24， 已 知 正 三 楼 儿 的 底面 边 长 等 于 c ， 底 面 与 侧面 组 成 
的 二 面 角 等 于 。 。 求 它 的 内 接 圆锥 的 轴 截 面 的 面积 。 

25， 将 高 为 五 且 底面 半径 为 丸 的 圆锥 的 侧面 展开 成 乎 
面 ， 求 得 到 的 扇形 的 中 心 角 。 

26， 已 知 圆 锥 的 母线 等 于 工 ， 底 面 半径 等 于 R RAHE 
钢 面 展开 图 的 中 心 角 a 《研究 等 边 圆锥 的 特殊 情形 ) 。 

27. 将 半圆 卷 成 圆锥 的 表面 。 求 圆锥 母线 与 它 的 高 之 间 
的 夹 角 。 

28. 将 半径 等 于 工 ， 而 中 心 角 等 于 a 的 扇形 卷 成 一 个 圆 
锥 的 素面。 求 圆锥 的 底面 准 径 。 

29. 已 知 圆 台 的 底面 半径 分 别 为 和 ， 高 等 于 万 。 求 
圆 台 的 母线 长 。 

30. 己 知 圆 台 的 底面 半径 分 别 为 玉 和 ， 母 线 对 底面 的 
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MÍA as RIA S. 

31. 己 知 圆 台 的 底面 半径 分 别 为 18cm 和 30cm ， 母 线 
为 20cm 。 求 由 小 彤 的 中 心 到 犬 底 的 圆周 的 距离 。 

32， 已 知 圆 台 的 底面 半径 分 别 为 R 和 +r ， 和 母线 长 为 1 o 
求 圆 台 轴 截面 的 面积 ， 

33. 己 知 圆 台 的 底面 积 为 Mi 和 M:。 求 平行 于 底面 的 中 
截面 的 面积 。 

24. 已 知 圆 台 的 底面 积 为 32cm? 和 2 cm2 。 将 圆 台 的 高 
分 成 三 等 分 ， 求 过 各 分 点 且 平行 于 底面 的 截面 的 而 积 。 

35. 已 知 圆 台 的 席 面 半径 分 别 等 于 10cm 和 6 cm , 高等 
于 8 cm 。 将 圆 台 的 高 分 成 四 等 分 ， 求 过 各 分 点 且 平行 于 请 
而 的 截面 的 面积 。 


$3. 球面 、 球 体 


中 心 在 点 O〈a，p，c) HERH R 的 球面 的 方程 为 
(YX 一 0)2+(y 一 0)2+ (2 一 C)2= RI, 

36. 求 球面 x*+ ッ ?+22= R? 同 坐 标 轴 的 交点 的 坐标 。 

37. 如 果 ; 1) S C, 3,4), R=5; 2) S(- 8, 
0, 4), R=v 2 。 求 中 心 为 8 且 半 径 为 R 的 球面 的 面积 。 

38. 已 知 四 点 ; 4(- 1, 8, 2), B(0, 8, 1), 
€ (2, -2, 0), D (-4, 2, 2) , VAIIBSJLA AK 
在 中 心 为 S$ (2, 1, 00 而 半径 为 3 的 球面 上 ? 

39， 求 下 列 各 球 的 中 心 和 半径 ， 

1) x2+y?+2?=16; 

2) (x- 10? * Cy t 3)+(2- 5 )* 236; 

3) x!- 6x ty'*t8y4z2i—42-4-70; 
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4) x2+10x+y92+2y+22+62-1=0, 

40. EIER A 3, 4,- 2) ,而 它 的 中 心 在 
坐标 原点 。 试 建立 球面 的 方程 。 

41， 己 知 球面 的 中 心 为 C (2, —1, 3) BIRRA 
点 。 求 球面 的 方程 。 

42. BA A (4，- 2, 3) 在 中 心 为 C (2，- 3， 
ー 1) 的 球面 上 。 试 建立 球面 的 方程 。 

43， 已 知 球面 x?+y?+z?= 450 。 求 过 坐标 原点 及 点 
Al, 5, 3) 的 直线 与 球面 交点 的 坐标 。 

解 ， 过 坐标 原点 及 点 4 (4, 5, 3) 的 直线 方程 为 : 


メー4 ツー5 


4 5 3 
我 们 将 这 个 方程 写成 参数 方程 形式 ， 
2-44, Y = 有 2-3 
4 5 3 


=0 

由 此 得 : 
X=4+41t y=5+5t; 2= 3 +3, (*) 
将 x， y 和 z 的 值 代入 球面 方程 ， 得 ， 
《(4+4#)2+(5+5t)2+(3 二 3t)2=450) 


<=>(P+21-8=0)<=>(ti=- 4, £72), 


然后 将 求 得 的 + 值 代入 关系 式 《 * ) 中 ， 我 们 得 到 直线 
与 球面 的 两 个 交点 ， (一 12, -15, - 9) 和 (12,15,9)。 

44， 已 知 球面 x? y! 25-200 。 求 过 坐标 原点 及 点 4 
(5, -3, 4) 的 直线 与 球面 的 交点 的 坐标 。 

45. 求 点 4 (6 ，- 8, — 2) 到 球面 xz:+y2+22= 9 
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的 距 高 。 
解 ， 我 们 先 来 求 坐 标 原 点 至 点 4( 6 ，- 3 ，- 2 ) 的 距 
LT 


JOA] =v 6*+( 3)+(- 2) =7。 


由 于 丈 面 半径 等 于 3 , JA A P) ER TEL AT 
7-8-4, 
(046. 求 点 4 (1，- 2, 2) PRix? +y? 227 1683 
距离 。 aty i 

47, 求 点 4(2，4，3) 至 球面 (x+ 17 (y + 2)? 
+(2- 1)=4 的 距离 。 

48. 已 知 球面 半径 等 于 70cm 。 切 平面 上 的 一 点 到 切 点 
的 距离 为 24cm 。 求 这 点 到 球面 的 最 短 距 离 。 | 

49. 已 知 球面 x?+ y2 + z2= 9 与 平面 相交 。 如 果 平 面 的 
方程 为 ，1) z= 1; 2) y= 2 ， 求 截面 圆 的 中 b OF 
Bro 

50. 球面 x?+ y?*+2z2= 4 与 平面 10x72; 2) x-y 
= 1 相交 ， 能 得 到 怎样 的 图 形 ? 

51. BEERA R 的 球面 与 平面 相交 ， 球 心 到 平面 的 距 
离 为 a 。 求 截面 的 面积 。 

52， 已 知 球面 半径 为 R, RERR OH m 的 截面 与 最 大 
截 画 的 面积 之 比 。 

53， 已 知 球面 半径 为 RR， 过 一 条 半径 的 端点 作 与 它 成 角 
a 的 平面 。 求 截面 的 面积 。 

54. 已 知 球面 上 一 点 和 一 圆 。 这 点 到 圆 上 所 有 的 点 的 距 
E (按照 直线 ) 都 等 于 a. HURIRHEDERUVCT OR, REGA 
的 半径 。 
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$ 4。 球面 的 内 切 和 外 接 


如 果 一 个 多 面体 的 所 有 顶点 都 在 一 个 球面 上 ， 那 么 这 个 
多 面体 称 为 球 的 内 接 多 面体 。 

如 果 一 个 多 面体 的 所 有 面 都 和 一 个 球面 相 切 ， 那 么 这 个 
球 称 为 多 面体 的 内 切 球 。 

如 果 球 的 两 个 截面 丛 是 一 个 圆柱 的 两 底 ， 那 么 这 个 球 称 
为 图 柱 的 外 接 球 。 这 时 ， 圆 柱 称 为 球 的 内 接 圆柱 。 

如 果 一 个 圆柱 的 两 底 及 所 有 的 母线 都 相 切 于 一 个 球 ， 那 
么 这 个 球 称 为 圆柱 的 内 切 球 。 这 时 ， 圆 柱 称 为 球 SU PP UD DU] 
B. 

ATA PO VIBRA AE, IE A CIEGO 
BEREND) o 

”如 果 球 的 一 个 截面 是 一 个 贺 馆 的 底面 ， 而 圆锥 的 顶点 在 
球面 上 ， 那 么 这 个 球 称 为 圆锥 的 外 接 圆 。 这 时 ， 回 锥 称 为 球 
的 内 接 圆锥 。 

如 果 国 钼 的 底面 和 所 有 的 母线 都 祖 切 于 -个 球 ， 那 么 这 
个 球 称 为 圆锥 的 内 切 球 。 这 上 时， 圆锥 称 为 球 的 外 切 圆锥 。 在 
所 有 的 圆锥 中 都 可 作 内 切 球 。 

图 台 可 作 内 切 球 的 条 件 是 ， 圆 台 的 母线 长 等 于 两 底 的 半 
径 之 和 。 

55. 已 各 立方体 的 楼 长 等 于 a ， 求 它 的 内 切 球 和 外 搂 丈 
的 半径 。 

56， 已 知 长 方 体 的 尺寸 为 4cm ，6 cm 和 12cm 。 求 它 
的 外 接 球 的 半径 长 。 

57， 己 知 正 六 棱柱 的 高 等 于 8 cm ， 而 侧面 对 角 线 等 于 
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I3cm 。 求 它 的 外 接 球 的 半径 长 。 

58， 已 知 半径 为 尺 的 球 内 切 于 一 个 正六 棱柱 。 求 楼 柱 的 
全 面积 。 

59. 已 知 正四 楼 包 的 高 等 于 上 ， 而 侧 械 等 于 。 求 它 的 
外 接 球 的 半径 长 。 

60， 己 知 正四 面体 的 棱 长 为 a ， 求 它 的 外 接 球 和 内 切 球 
的 半径 长 ， 

61. 己 知 正 棱锥 的 侧 棱 等 于 5 ， 侧 棱 与 底面 成 < 角 。 求 
它 的 外 接 球 的 半径 长 。 0 の 

62. BAME KER < 角 的 正四 棱锥 内 接 于 半径 为 
全 的 球 中 ， 求 这 个 楼 锥 的 侧 校长 。 

63， 已 知 正 校 锥 的 高 等 于 4 且 侧 校 与 底面 组 成 的 二 面 角 
为 a。 求 这 个 棱锥 的 内 切 球 的 半径 。 

64. 已 知 正三 棱锥 的 高 等 于 h ， 而 侧枝 互相 垂直 ， 求 它 
的 外 接 球 的 半径 。 | 

65. 已 知 正三 梭 台 的 高 等 于 17cm , TOWERS HEROS 
半径 等 于 5 cm 和 12cm。 求 楼 台 的 外 接 球 的 半径 长 。 

66. 已 知 正 六 棱 台 的 底面 边 长 分 别 为 3cm 和 4 cm ， 高 
等 于 7 cm 。 求 楼 台 的 外 接 球 的 半径 长 。 

67. 已 知 半径 为 2 cm 和 和 母线 为 3 cm 的 圆柱 内 接 于 一 个 
球 ， 计 算 这 个 球 的 半径 。 

68. 已 知 底面 半径 为 5 cm 的 等 边 圆柱 内 有 一 个 内 切 
球 。 试 计算 垂直 于 圆柱 的 轴 且 距离 球 心 3cm 的 截面 的 面 
积 。 ES 
69. 已 知 圆锥 的 高 等 于 hh， 而 母线 等 于 /! ， 求 它 的 外 接 
球 的 半径 。 

70. 已 知府 面 半径 为 + 而 母线 为 7 的 圆锥 内 有 一 个 内 切 
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球 。 试 计算 这 个 球面 与 圆锥 侧面 相 切 的 全 体 切 点 形成 的 线 的 
长 。 

71， 己 知 圆锥 的 高 等 于 20cm ， 母 线 等 于 25cm , Mé 
内 有 一 个 内 接 兴 球 ， 它 的 底面 在 圆锥 的 席 面 上。 试 计算 半球 
的 半径 。 

72， 己 知 圆锥 的 母线 长 为 ! ， 它 与 底面 成 a 角 。 试 计 
X. 10 圆锥 的 外 接 球 的 半径 长 :2 》 圆锥 的 内 切 球 的 半径 
长 。 

73. 已 知 半径 为 尽 的 球 内 有 一 个 高 为 上 的 内 搂 贸 锥 ， 求 
圆锥 的 轴 截 面 的 面积 。 

74， 已 知 辆 锥 的 轴 截 面 的 面积 等 于 S, BE OON 
< 条。 求 圆锥 的 内 切 球 的 半径 。 

75， 己 知 半 径 为 R 的 球 内 切 于 一 个 圆 合 ， 图 台 的 母线 与 
底面 成 < 角 。 求 圆 台 的 轴 截 面 的 面积 。 

76. 已 知 圆 台 的 底面 半径 等 于 3cm 和 4cm, 高 等 于 7cem。 
求 圆 台 的 外 接 球 的 半径 。 

77. 已 知 贺 台 外 切 于 一 个 球 ， 图 台 的 庶 面 半径 分 别 为 
及 和 ， 。 试 计算 这 个 球 的 半径 。 

78. 已 知 款 面 扇形 的 半径 等 于 丸 ， 它 在 轴 鹤 而 上 的 弧 等 
于 60。。 试 计算 球面 扇形 的 内 切 球 的 半径 及 内 蔚 球 与 球面 遍 
形 相 切 的 切 点 形成 的 贺 周 长 。 

79. 如果 球 面 扇形 的 中 心 角 等 于 a， 半 径 等 于 R， 求 这 
个 球面 肩 形 的 内 切 球 的 半径 。 

80. 已 知 球 缺 的 半径 等 于 ~ ， 它 在 轴 截 面 上 MAY 
a 。 求 它 的 内 切 球 的 半径 。 

81， 己 知 半 答 分 别 为 100m 和 30cm — 
Xk. HOP. RE A ERIBLSIÉ RU 3E 08, 
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$5. x d dH 


82. 已 知 乎 而 平行 于 圆柱 的 轴 且 在 底面 圆周 上 截 得 120* 
人 
的 面积 。 

83. ee AM E 
的 轴 。 如 果 这 个 圆柱 面相 切 于 ，1 ) 立方 体 的 棱 ，2 ) 立方 
体 侧 面 的 对 角 线 ， 求 这 个 圆柱 面 的 半径 。 

84. 已 知 圆柱 的 高 等 于 15cm, 它 的 底面 半径 等 于 10cm。 
一 条 长 3 v4icm 的 线段 的 端点 在 两 底面 的 圆周 上 。 求 这 条 
线段 到 圆柱 轴 的 最 短 距离 。 

85. 已 知 圆锥 的 底面 举 径 为 尺 ， 母 线 对 底面 的 倾角 为 
ae E ds AUT RO 
RARER, 

6, En BL AGE al. — MA 
MIRTA PS OLTRE ALIE ADEST TE DE EIE E 783 
— Xi b. MEX AREA d, i EROS JE 
的 倾角 等 于 9， 求 楼 柱 的 全 面积 。 

87. 过 因 锥 的 顶点 作 与 高 成 30° 角 的 截面 。 0 A 圆锥 
的 高 等 于 3 w 3cm, 而 底面 半径 等 于 5 cm ， 求 被 面 的 面 
Ho 

88. Embed UA EE fiiy 80cm 和 60cm 的 直角 
SAW, KATRE- TAWAR, 如 果 这 个 圆锥 的 高 
PEF 20cm F 求 圆锥 的 母线 与 底面 间 的 夹 角 。 

.89、 已 知 加 全 的 轴 截 面 的 对 角 线 互相 垂直 ， 高 等 于 已 。 
求 过 高 的 中 点 且 平 行 于 底面 的 截面 的 面积 。 
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90. 己 知 菱形 的 対 角 銭 等 手 30cm 和 40cm。 一 个 半径 为 
Jem 的 于 与 费 形 各 过 都 相 辐 。 试 计算 球 心 到 获 洪 页 在 了 本 
的 距离 。 

91. BÁQXRÉUNME RT 6 cm 。 过 一 条 半径 的 端点 作 与 
它 成 30" 角 的 平面 。 试 计算 截面 的 面积 。 

52. 已 知 半径 为 10cm 的 球 上 放 着 一 个 边 长 为 12.5cm 
的 奏 形 。 共 形 的 毎 条 巡 都 与 球 相 切 。 REFER À S em。 
求 菱形 的 面积 。 

93, 已 知 两 球 的 半径 分 别 等 于 16cm m3 20cm ， 两 个 球 
心间 的 距离 为 25cm 。 求 两 个 球面 相交 所 得 的 圆 的 周 长 。 

94， 已 知 球 缺 的 半径 等 于 * ， 它 在 轴 截 面 上 的 弧 为 g。 
斌 计算 ， 1 ) 球 缺 的 底面 周 长 ， 2 ) RI Ro 


“ 


第 二 组 
) “已 条 加 六 的 截面 平行 于 


第 一 组 
D 已 知 圆锥 内 有 一 个 内 接 
等 边 并 柱 。 如 果 贺 锥 的 高 等 于 及 ， | BATE. MEAR E 
轴 获 面 的 顶 角 等 于 a, RAE | 的 距离 为 a ， 截 面 在 底面 贺 周 上 
高 。 REKU a 。 求 截面 的 面积 。 
D 已 知 直 杰 柱 外 切 于 球 。 D 已 知 球 外 接 于 高 为 cm 的 


址 棱柱 的 底面 是 对 角 线 为 6cm 和 
8cm 的 芋 形 。 试 计算 楼 柱 的 全 面 
积 。 


do. Em —T RE fex 
为 gcm 和 和 16cm 的 直角 三 角形 ， 
另 一 个 底面 的 长 为 6cm。 试 计算 
球 的 半径 。 
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第 十 二 章 ”多 面体 和 旋转 体 的 体积 


$1. 多 面体 的 体积 


直 平 行 从 面体 的 体积 等 子 它 的 三 边 的 乘积 ， 
矿 直 平行 六 面体 = abc 。 (12.1) 
BARCO RAE ARA 
Vat = SH a (12,2) 
PABLO ZÉ 


Vig 7 56H. (12,3) 
楼 台 的 笨 积 按 下 画 的 公式 计算 : 
Vug- lie SiS «89H , (12.4) 


RES MAREA, HARAN. 

1. 计算 立方 体 的 体积 ， 

1) 立方 体 的 对 角 线 为 1 3 

2) 立方 体 的 表面 积 为 So 

2. 如 果 立 方 体 的 对 角 面 的 面积 等 于 M ， 试 计算 立方 体 
的 体积 。 

3. 已 知 一 个 立方 体 的 体积 等 于 楼 长 为 mA n 的 两 个 立 
方 体 的 体积 之 和 ， 求 这 个 立方 体 的 楼 长 。 

4. 已 知 长 方 体 的 棱 长 为 6 cm , 16cm 和 18cm ， 求 和 
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TC SAI. 

5. 已 知 长 方 体 侧面 的 面积 分 别 为 Si Sz 和 53, RE 
的 体积 。 

6. 己 知 长 方 体 棱 长 的 比 为 2:7:26， 长 方 体 的 对 角 线 等 
于 8lcm 。 求 长 方 体 的 体积 。 

7. 己 知 长 方 体 的 侧面 的 对 角 线 为 zcm , 8cm Mm ， 
求 长 方 体 的 体积 。 

8. 已 知 长 方 体 的 对 角 线 等 于 7 ， 且 对 角 线 与 一 个 侧面 
-成 a 角 ， 而 与 另 一 个 侧面 成 6 角 。 求 长 方 体 的 体积 。 

9. 已 知 直 平 行 六 面体 的 底面 为 平行 四 边 形 。 席 面 的 边 
长 为 8 em 和 32cm, 倍角 d= 60。， 且 长 对 角 线 为 40cm 。 试 
计算 直 平行 六 面体 的 体积 。 

10. 己 知 直 平 行 六 面体 的 谋面 边 长 等 好 25cm 和 39cm， 
它 的 对 角 面 的 面积 等 于 204cm? 和 336cm2。 求 直 平 行 六 面体 
的 体积 。 

11. 已 知 直 平 行 六 面体 的 底面 边 长 分 别 等 于 17cm 和 25 
em , ， 底 面 的 一 条 对 和 角 线 等 于 26cm ， 六 面体 的 短 对 角 线 与 底 
Wi 30* 角 。 试 计算 直 平 行 六 面体 的 体积 。 Š 

12. 已 知 直 平行 六 面体 的 底面 是 对 角 线 之 比 为 5:16 的 楼 
形 ， 它 的 两 条 对 角 线 长 分 别 等 于 26cm 和 40cm 。 试 计算 直 
平行 六 面体 的 体积 。 

13. 已 知 直 平行 六 面体 的 席 面 是 边 长 为 a 和 一 个 角 为 a 
的 校 形 ， 而 它 的 侧面 对 角 线 与 侧 楼 成 8 角 。 试 计算 直 平 行 六 
面体 的 体积 。 

卉 已 知 直 平 行 六 面体 的 诬 面 是 边 长 为 a 而 锐角 为 a 的 
楼 形 。 六 面体 的 长 对 角 线 与 底面 成 6 角 。 试 计算 直 平 行 六 面 
体 的 体积 。 
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15. 试 从 给 定 全 面积 和 底面 为 正方 形 的 所 有 直 平 行 六 
面体 中 求 出 其 体积 最 大 者 。 
解 ， 设 x 为 直 平 行 六 面体 的 底面 的 边 长 ，》 为 它 的 高 。 
那么 它 的 全 面积 等 于 
$22x*'-4xy, 
由 此 得 


因此 ， 直 平行 六 面体 BJ 体 积 为 ， 


S-2x? _1 1 

= yty ie ー ーー | 

CRIA n ¿3 
(0<2x<S, 0 xc ; )。 


我 们 借助 二 阶 导数 来 研究 函数 的 极 值 ; 
MEET 


y = 十 5-348 


ls224-0 se = 
V"--3x 
,VES 
yr ev 63 co, 
petu -VIHANE MA, noit 
取 这 个 值 时 函数 有 极 大 值 。 我 们 求 得 ， l 
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即 直 平行 六 面体 的 高 和 底 边 相等 。 因 而 ， 在 所 有 的 满足 已 知 
条 件 的 直 平 行 六 面体 中 ， 具 有 最 大 值 的 为 正方 体 。 

16 ， 有 一 块 边 长 为 80cm 
和 50cm 的 矩形 铁皮 。 在 四 角 
上 剖 去 相等 的 正方 形 ， 然 后 将 
忽 皮 弯 成 一 个 开口 的 箱子 。 
当 剪 去 的 正方 形 的 边 长 为 多 少 
于 ,做 成 的 箱子 有 最 大 容积 (图 
102) ? 图 102 

.17， 试 从 给 定 体积 VY 而 席 面 为 正方 形 的 所 有 的 直 平 行 六 
面体 中 求 出 其 全 面积 最 小 者 。 . 

18. 求 出 体积 为 产 而 谋面 为 正方 形 的 开口 〈 无 盖 ) 箱子 
在 其 全 面积 最 小 时 的 形状 。 

19. 如 果 开 口 箱子 的 底面 为 正方 形 ， 侧 面 的 总 面积 和 底 
面 的 面积 都 等 于 S。 试 计算 开口 箱子 在 具有 最 大 容积 时 的 尺 
Ho 
、 20. 己 知 正 棱 柱 的 底面 边 长 等 于 ac ， 侧 楼 等 于 。 求 下 
列 棱 柱 的 体积 ，1 ) 正三 棱柱 : 20 正四 棱柱 ; 30 正六 楼 
Ho 

21, GADOES PEEEISUR ELLE EP a, NAS AREA 
的 面积 之 和 相等 。 求 这 个 楼 柱 的 体积 。 

22， 已 知 直 棱柱 的 底面 是 面积 为 306cm 的 梯形 。 两 个 
平行 侧面 的 面积 等 于 400m? 和 30cm2 ， 而 另外 两 个 侧面 的 面 
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积 为 75cm? 和 205cm2?。 求 棱柱 的 体积 。 

23. 已 知 直 四 梳 柱 的 底面 积 为 M ， 对 角 面 的 面积 为 PRI 
Q ， 而 它们 之 间 的 二 面 角 等 于 gc。 求 杰 柱 的 体积 。 

24， 己 知 斜 平行 六 面体 的 底面 是 边 长 为 4cm M 6 cm 的 
和 矩形。 侧 校 等 于 2 em 且 与 席 面 上 的 每 一 邻 边 都 成 66" 角 。 求 
斜 平行 六 面体 的 体积 ， 

25. 已 知 斜 三 楼 柱 的 每 条 棱 都 等 于 a 。 一 条 侧 棱 与 底面 
上 的 每 条 邻 边 都 成 K 角 。 求 棱柱 的 体积 。 

26. 过 斜 平行 六 面体 上 的 一 个 已 知 点 作 一 个 截面 ， 使 它 
将 斜 乎 行 六 面体 分 成 两 个 等 积 的 楼 柱 。 

27. 已 知 帮 三 楼 柱 的 底面 是 高 为 人 而 底 角 为 9 的 等 腰 三 
角形 。 三 楼 柱 的 侧 核 等 于 a ， 侧 楼 对 底面 的 倾角 为 2 RË 
柱 的 体积 。 
28, C EE TTA TASA AA a Rd RICA 
AA ES 
MÍA a. RAFTA ERER. 

29. 根据 底面 边 长 a RUN EE b 计算 下 列 楼 锥 的 体积， 
10 ESB, 2 》 正 四 棱锥 ， 3) EKRE. 

30. 已 知 正三 棱锥 的 高 等 于 4， 而 身高 等 于 户 ， 求 校 锥 
的 体积 。 

31. 已 知 正四 核 锥 的 底面 积 和 侧面 积分 别 为 SMO, R 
这 个 棱锥 的 体积 。 

32. RREH o 的 正四 面体 的 体积 。 

33. 己 知 汪 个 正四 面体 各 侧面 的 中 心 是 男 一 全 新 正四 面 
体 的 顶点 ， 求 它们 体积 的 比 。 

34. 已 知 正四 楼 锥 的 侧面 积 为 S， 在 项 点 处 的 平面 角 为 
a ， 求 这 个 棱锥 的 体积 。 
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35. 避 知 正三 棱锥 的 底面 边 长 为 , ， 而 侧面 与 底面 成 < 
角 ， 求 它 的 体积 。 

36. 正四 棱锥 的 高 与 侧面 成 a 角 。 如 果 侧 面积 等 于 S, 
试 计算 棱锥 的 体积 。 

37, 已 知 棱锥 的 底面 是 有 一 条 直角 边 为 而 与 它 相 邻 的 
锐角 为 30° 的 直角 三 角形 。 侧 楼 对 底面 的 倾角 为 60”。 求 楼 
ERME 

38. 已 知 棱 锥 的 底面 是 边 长 为 15cm K 2E JE. HERA 
毎 全便 面 対 腐 面 的 傾 角 都 基 45" 。 如 果 校 猎 的 侧面 积 等 于 
-300cmz ， 求 它 的 体积 。 

39. 已 知 棱锥 的 底面 为 等 腰 梯 形 ， 这 个 梯形 的 两 底 为 
3cm 和 5 cm, EN 7 em。 棱锥 的 高 过 底面 对 角 缓 的 交点 ， 
较 长 的 侧 楼 为 10cm 。 求 楼 锥 的 体积 。 

40. 已 知 棱锥 的 底面 是 面积 为 1 m? 的 矩形 ， 两 个 侧面 垂 
直 于 底面 ， 而 另 两 个 侧面 对 底面 的 倾角 分 别 为 c 和 B。 求 楼 
锥 的 体积 。 

41. 已 知 楼 锥 的 底面 为 矩形 ， 每 条 侧 志 都 等 于 o 且 与 相 
邻 的 边 成 < 角 和 有 8 角 。 求 枝 锥 的 体积 。 

42. CIRIA a 而 锐角 为 ot) SE. Ve 
[I3 pP y Mel: 

43. MERMA ! 和 两 底面 的 边 长 a 与 6 计算 下 列 楼 台 的 
体积 ，1 ) EZBB, 2) EMBA, 3) EKER. . 

44， 已 知 正 校 台 的 底面 边 长 等 于 4 cm 和 8 cm ， 而 对 角 
REF 11cm 。 求 枝 台 的 体积 。 

45 已 知 正六 核 台 的 斜 高 等 于 10cm ， 而 高 等 于 8cm 。 
两 个 底面 的 边 长 之 和 等 于 8 ソ 3 cm 。 求 枝 台 的 体积 。 

46, 已 知 正三 酸 台 的 底面 边 长 等 于 ac 和 8 (>b , IN 
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楼 与 较 大 的 谋面 成 a 角 。 求 楼 人 台 的 体积 。 

47， 已 知 正四 校 合 的 两 个 谋面 的 边 长 等 于 a 和 $(a 半 4)， 
侧 棱 与 较 大 的 底面 的 边 成 の 角 。 求 枝 台 的 体 息 。 

48， 己 知 楼 台 的 一 个 底面 的 边 长 分 别 为 27cm, 29cm 和 
52cm ， 另 一 个 底面 的 周 长 为 72cm , HARRA 10cm 、 求 
REDER. 

49. BE UBIERA a Mb 的 直角 三 角 
形 ， 每 条 侧 校对 这 个 底面 的 倾角 都 是 c， 较 小 底面 的 周 长 是 
较 大 遍 面 的 周 长 的 1 分 之 一 。 求 这 个 被 全 的 体积 。 


82. 旋转 体 的 体积 
网 柱 的 体积 等 于 它 的 席 面 积 与 高 的 禹 积 ， 


Vme=JaR?H, (12.5) 
EAS TU AEB LA : 

Vm- RH (12.6) 

国 台 的 体积 可 按 下 式 计算 ， 

V ma = (RE + RR +RMH, (12.7) 
这 里 ，R 和 为 回 台 的 府 面 半径 ， 太 为 网 台 的 高 。 
ERA R 的 球体 的 体积 按 下 式 计算 ， 

Va=haR, (12.8) 
球面 扇形 的 体积 公式 为 : 

VR = aRH, (12.9 
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XE. RARA, HARE. 
球 缺 的 体积 公式 为 ， 


Vi = LrH R- 万)。 | (12.10) 


RE, RARA, HARRYK 

50. 已 知 年 形 的 对 角 线 与 它 的 一 边 成 a 角 ， 求 分 别 旋 转 
” 短 形 的 两 邻 边 所 得 的 回 柱 的 体积 之 比 。 

51， 已 知 圆柱 的 轴 鹤 面 的 对 角 线 长 为 d 且 对 底面 的 倾角 
为 a。 求 贺 柱 的 体积 。 

52， 已 知 等 边 圆 柱 的 加 截面 的 面积 等 子 S, REKE 
Ho 
” 59. 如 果 将 一 个 立方 体 旋 成 一 个 最 大 体积 的 圆柱 体 ， 那 
么 将 有 百 分 之 几 的 材料 被 族 掉 ? 

54. 已 知 加 匆 的 底面 半 多 为 R ， 高 为 太 。 试 从 这 个 圆锥 
的 所 有 内 接 圆柱 中 求 出 具有 最 大 体积 的 那个 轿 柱 。 

M Btr 为 所 求 的 图 柱 
的 底面 半径 ，/ 为 它 的 高 (图 
103) 。 由 4gO」 和 へ 4CCi 
相似 ,我们 有， 


将 的 值 代 入 圆柱 的 体积 
BEV mM, dh 


349 


と = ap PRIM s IL (ui eese, 


Ro H 
我 们 利用 二 阶 导 数 来 研究 函数 的 极 什 ， 
Va 2 372); tH aRr- 3 = 0) 


2R"-3r2=0y r(2R-3r) 20, ri=0，r2= 2 R; 
yr. tH (4R- 6r) V” , L2 42 22H. 


二 阶 导数 在 += 号 R 时 为 负 值 , 因此 函数 在 r= PR 时 有 


TR. 
我 们 求 出 所 求 的 圆柱 的 高 
2 
$ H(R-GR) e 
CR sg'^* 


FE ma ro IP WW io REIHE 


体积 。 

55， 试 从 半径 为 的 球 的 所 有 内 接 園 柱 中 求 出 具有 最大 
体积 的 那个 圆柱 。 

56. 用 宽 ccm 的 条 形 铁 皮 做 一 个 圆柱 面 形 开口 楼。 当 有 
怎样 的 中 心 角 c 時 横 的 体 息 最 大 ? 

07. 将 一 条 直角 边 为 a 且 与 它 相 邻 的 锐角 为 a 的 直角 三 
角形 环绕 着 斜 按 旋转 一 周 。 求 这 个 旋转 体 的 体积 。 

58， 己 知 圆锥 的 侧面 展开 图 是 半径 为 RT POMAK a 的 
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扇形 ， 求 圆锥 的 体积 。 | 

59. 已 知 直角 梯形 的 两 底 等 于 a 和 4b (5a) 。 求 当 梯形 
环绕 着 底 边 旋转 时 得 到 的 两 个 旋转 体 的 体积 之 比 。 

60. 已 知 获 形 的 边 长 为 a ， 锐 角 为 g。 将 这 个 芋 形 环绕 
着 过 锐角 项 点 而 垂直 于 菱形 一 边 的 轴 旋 转 。 求 这 个 旋转 体 的 
体积 。 

61. 已 知 圆锥 内 有 一 个 半径 为 + 的 内 切 球 ， 过 切 点 的 半 
径 与 圆锥 的 高 成 < 角 。 求 圆锥 的 体积 。 

62， 试 从 半径 为 的 球 的 
所 有 内 接 圆锥 中 求 出 具有 最 大 
体积 的 那个 圆锥 。 

ME. dk ADI = "为 所 求 贺 
锥 的 底面 半径 ， IDC| = /为 所 


求 圆锥 的 高 (图 104》 。 在 ーー 
AED) 
aach, ear NS 
们 有 |4D| ?= [BD] - [DC] , 5 
Er?=(2R- hh. Kr? 的 值 图 104 


h 


代入 圆锥 的 体积 公式 Y 0. 8 


V == (2 アー ム ・ heh=-La(2Rh = B), 0<H<2Re 
我 们 利用 二 阶 导数 来 研究 这 个 函数 的 极 值 ， 

y' = 5"(4Rh— 31) ; "(4Rh 3 が ) =0; 

4 Rh-3/=0; 
KAR-34)=0) hi=0; AR- Sho Quam $ Ry 
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y” = 二 <(4R ~ 6h) = ¿mr - 3h); 


" x nud A A 
V', Lag CR GRIS AR) 


-AR 


3 
当 /= 二 尺 时 ， 二 阶 导数 为 负 值 。 因 此 当 函 数 自 变 时 


这 个 值 时 ， 函 数 有 极 值 。 
M h= 专 尽 时 ， 我 们 求 出 的 值 ， 


la -4 5 2R,4 こす 2 
r -(2R R) Rz 3 EU g^" 


B r- Rv AR, 


RUM a 


体积 。 
.63， 试 从 母线 为 ! 的 所 有 圆锥 中 求 出 其 体积 最 大 者 。 


M. 从 半径 为 妨 的 图纸 片上 前 去 一 个 扇形 ， 将 其 余部 分 
粘 成 一 个 略 锥 形 滑 斗 。 为 了 使 漏斗 的 容积 最 大 ， 那 名 前 法 的 
APER Fal an aci 

65. pU A RUPES RA r, BR 
a fh. ROSA. 

66. 已 知 圆 台 的 底面 半径 为 27cm 和 11cm , SX SR 
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之 比 为 17:15 。 求 图 全 的 体积 。 

67. EUIS £239 6 cm 和 9 cm 而 高 为 12cm 的 圆 台 
被 平行 于 底面 的 两 个 平面 所 截 ， 这 两 个 平面 将 高 分 成 三 等 
分 。 求 图 人 台 的 中 间 部 分 的 体积 。 

68， 已 知 等 腰 梯 形 的 两 底 为 item 和 2lcm， 腰 为 13cm。 
将 梯形 环绕 着 它 的 轴 旋 转 ， 求 这 个 旋转 体 的 体积 。 

69. 已 知 鞭 形 的 边 长 为 a ， 锐 角 为 a。 将 这 个 次 形 环绕 
着 过 锐角 顶点 且 答 直 于 莞 形 一 边 的 轴 旋 转 。 求 这 个 旋转 体 的 
体积 。 

70， 己 知 圆 台 两 底 的 面积 比 为 4 ， 母 线 长 为 ! 且 与 廊 面 
成 a 角 。 求 图 合 的 体积 。 

71， 己 知 三 个 球 的 直径 等 于 6cm ，8 cm 和 10cm , R 
与 这 三 个 球 的 体积 之 和 等 积 的 球 的 直径 。 

72. 将 立方 体 旋 成 一 个 最 大 体积 的 球 。 求 被 旋 掉 的 材料 
的 百分率 。 

73. 求 立方 体 的 内 切 球 和 外 接 球 的 体积 比 。 

74. 如 果 圆 柱 和 圆锥 的 底面 直径 及 它们 的 高 都 等 于 球 的 
直径 。 求 圆柱 ， 球 和 圆锥 的 体积 之 比 。 

75. 已 知 空心 球 的 外 表面 的 半径 等 于 9cm ， 球 壁 的 厚 
度 为 3 cm 。 求 这 个 空心 球 的 球 辟 的 体积 。 

76. 已 知 垩 直 于 球 的 直径 的 平面 将 直径 分 成 长 度 为 3cm 
和 6 em 的 两 部 分 ， 求 这 个 球 相应 两 部 分 的 体积 。 

77. 如 果 两 个 相等 的 球 ， 其 中 一 个 的 球 心 在 另 一 个 的 球 
面 上 ， 那 么 它们 的 公共 部 分 的 体积 与 球 的 体积 的 比 是 多 少 ? 

78. 记 知 球 合 的 底面 半径 等 于 8cm, MRE 含有 60。 
i. FRE. 

79. 已 知 球 冠 的 底面 半径 等 于 8 cm ， 高 等 于 4 cm ， 计 
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算 球 冠 的 体积 。 
80， 己 知 球面 扇形 的 轴 截 面 的 中 心 角 为 120" ， 球 的 半径 
为 R， 计 算 球 面 扇形 的 体积 。 
81. 己 知 球面 扇形 的 底面 圆周 的 半径 等 于 60cm , 球 的 
半径 等 于 75cm 。 计 算 球面 扇形 的 体积 。 
82， 己 知 球 的 半径 为 R, REE ARE E A A 
a ， 计 算 球面 扇形 的 体积 。 
83， 己 知 球面 扇形 的 轴 截 面 上 的 弧 为 <， 它 的 高 为 4 。 
计算 球面 扁 形 的 体积 。 
84， 已 知 球 的 半径 为 25cm ， 它 的 两 个 平行 截面 的 半径 
为 20cm 和 24cm 。 计 算 球 在 两 个 截面 间 部 分 的 体 和 《研究 
E LLLA 
|. 85. 已 知 球 的 半径 等 于 65cm ， 在 球 心 的 一 全 有 两 个 平 
行 平面 。 这 两 个 平面 分 别 与 球 心 相距 19cm 和 25cm。 计 算 球 
在 两 个 平面 间 部 分 的 体积 。 


$3. 利用 定 积 分 计算 旋转 体 的 体积 


由 连续 曲线 y = f(x) (gzSS5) ，OX 轴 及 直线 x = a 和 
x= bb 图 成 的 曲 边 梯形 (图 105) 绕 着 OX 轴 旋 转 所 得 图 形 的 
体积 可 按 下 式 计算 : 


js x p yd wo (12.11) 


类 似 地 ， 由 连续 曲线 x- ply) (e<y<d) , OY 轴 及 
HR y = c 和 y= d 力 成 的 曲 边 梯形 绕 着 OF 轴 旋 转 所 得 图 形 的 
体积 可 由 下 式 求 得 ， 
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图 105 图 106 


计算 以 指定 的 曲线 为 界 的 面积 绕 轴 旋转 而 形成 的 旋转 体 
WEB. 

86. y2= 4x, y= 0 和 x= 4 ROXA. 

解 ， 我 们 作出 图 形 〈 图 106 ) 。 旋 转 图 形 是 抛物 面 ， 积 
分 限 为 a= 0 和 8= 4 。 根 据 公 式 〈12.11 ) AMRA 


4 4 
Voc | sxde=2m0 | =32z (立方 单位 ) 。 
0 0 


87. 1) y?=x, y=0, x= 1 和 x= 25 
2) y= 2x, y=0, x= 2 Mx=45 
3) y!'2 6x, y=0, x= 1 和 x= 3; 
4) y! 2(x * 2), y= 0 和 x= 0, 
《各 小 题 中 都 绕 OX 轴 旋转 ) 
88, y=x? 9 和 y= 0 绕 OX 轴 旋转 。 
解 ， 我 们 作出 图 形 (图 107〉， 由 于 图 形 关于 OY 轴 为 对 
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称 ， 我 们 取 积 分 限 由 0 到 3 ， 然 后 再 将 得 到 的 结果 加 售 。 根 
据 公 式 〈12.11 ) 我 们 求 得 


3 x 
Koza f (at 4gz= ァ | (et 184 + 81d 
a 0 0 


3 
5 
-a (ene) 129.6; 
TG l 


V= 2 x129.6 ヶ =259.2z 《立方 单位 ) 
89, 1) y=x*- 1 和 y=05 2) ys3x- x fly- 0, 
3) y» -x'-xfüys 0 (各 小 题 都 绕 O7 轴 旋 转 ) 。 
90, x-2y+6=0，y=0 和 x= 2 绕 OX 轴 旋转 、 


图 107 图 108 
解 ， 我 们 作出 站 形 (图 108 )。 直 线 x-2y+ 6 = 0 与 轴 
OX 相交 于 点 4 (5, 00 , 积分 限 为 c= - 6 和 ?= 2。 
我 们 来 斗 算 直人 4BC 旋 转 而 成 的 圆锥 的 体积 ， 其 中 边 4B 用 


方程 y = jt 3 表示 ， 


356 


a prt 2 
yes G s 3)2dx 


2 
=a f clx? taxt 9)dx A 
-6 


=4247 (立方 単位 ) 。 


91. x+2y-4=0, y=0, x= 0 SOX 轴 旋 转 。 
92. x?+ y=72, y= 0 绕 OX 轴 旋转 。 

93，- 每 -+- 加 -= 1 ，y= 0 OX INNER, 

解 ， 旋 转 图 形 是 椭 球 面 。 A 相交 于 点 


x= 一 a 和 xs= a。 由 椭圆 方程 我 们 有 y2 = 一 二 (a? 一 x?) 


BiX-FOY 轴 为 对 称 ， 因 此 我 们 取 积 分 限 由 0 到 a， 并 将 求 得 
的 结果 加 倍 ， 


i a j 
- L (a2 x did 7 | bx -eX 
a mi (a Xdx= 7 (Ux 30? 


= abia, 
V= 25 ab*a = S abi (立方 单位 )。 
94, -= 1, x= 0 绕 OF 轴 旋 转 。 
a b 
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2 
95, -= 1，y= 0, x=a, x=2a 绕 OX 轴 
a 


旋转 。 
解 ， 旋 转 图 形 是 双 曲 面 〈 图 109 )。 由 双 曲 线 方程 我 们 有 


yt a. FERNS: 


S 29 pzy? > b2x3 _ ,3 2a 
V=x f IAS E b3x ] y 
2 
= (228% ~ 2062) - (22 ab ) 


8ab*- 6ab?— ab? +3ab? 
REC 


emm (立方 単位 ) 。 


ar 


图 110 


sl ya B A 

2) TS l, y=0,x= 3, x= 6%0X BH 
旋转 。 . 

97. 1) y=sinx,x= 0 ,x=XA 和 y= 0 ROX MEF, 


, 2) y=cosx, y=0,x=0, x= ¿BOX MERO 


98、y= 4x 和 y= x 绕 OX 旋转。 
解 ， 我 们 作出 图 形 〈 图 110 ) 。 解 方程 组 
人 
ツ ニ アッ 

我 们 求 得 抛物 线 与 直线 的 交点 为 ，O (0，0 )》 MAU, 4) 。 
因此 ， 积 分 限 为 a= 0, b= 4。 所 求 的 体积 是 旋转 曲线 y2? = 
2x 而 成 的 抛物 面 的 体积 六 和 旋转 直线 y = x TOR A E REA 
体积 三 的 差 ， 


4 EY 
Vi=a | dxdx = n2x* | = 327) 
0 0 


¡LE ON 
pias cid 


と = ビューア = 327-21} n= 1067 立方 単位 )。 


99, y!-9xÜiy = 3x88O X MERO 
100, y?= 9 (x * 8) füix- y+ 3 = 0 BOX OE, 
fit. AEn (Œ 111). MARA 
La =9(x+ 3), 
x-y+3=0, 
我 们 求 得 抛物 线 和 直线 的 交点 为 A-3, OM BG, Ds 
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积分 限 为 a = - 3 和 ?= 6 。 所 求 的 体积 是 旋转 曲线 y?= 9(x + 
3 ) 而 成 的 抛物 面 的 体积 三 : 与 
旋转 直线 y=x+ 3 而 威 的 图 
ERRE: 


6 
Vie «f 9x4 8)dx 
-3 


= 9 (Ze) 


= 864,573 


6 
Visa f Cx +3)dx 
, Cete 


minu. 


x 6 
z——(x-3) = 2437; 
3 -3 


V=V,-Va=364. 57 - 2482 =121.5r( 立 方 单位 ) 。 
100, 1) y'-4(x* 2») ffix-y*2-50; 
2) y =4(x- 2), y= 0, x= 8 HMxa= 6) 
3) y=-x%+5x, y2 0, x= 0 和 x= 3, 
4) y = 4 (x+ 2 Mx-y+2=0 
(各 小 题 中 都 绕 OX 轴 旋 转 ) 。 


84. 综 合 B 


102. 已 知 直 三 械 柱 的 谋面 边 长 为 25cm ，24cm 和 
36cm ， 它 的 全 面积 为 1620cm* ， 求 楼 标的 体积 。 

103. 已 知 直 平行 六 面体 的 谋面 边 长 为 17cm 和 28cm ， 
RER EB RO 390m. 。 六 面体 的 短 对 角 线 与 席 面 成 30* 
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角 。 求 直 平 行 六 面体 的 体积 。 

104. 已 知 长 方 体 的 对 角 线 与 较 小 的 侧面 成 fl. SORT 
面 的 长 达 作 长 方 体 的 截面 ， 这 个 截面 的 周 长 等 于 m BUE SUR 
TIR w 角 。 求 长 方 体 的 体积 。 

105. 已 知 正三 棱 锥 的 底面 边 长 等 于 c ， 而 侧 楼 互相 惟 
直 ， 求 这 个 正三 棱锥 的 体积 。 

106. 根据 正八 面体 的 楼 长 a 计算 它 的 侧面 积 和 体积 。 

107. BEA ERA a, MUNI 
组 成 的 二 面 角 等 于 45。， 求 棱锥 的 体积 。 

108. 已 知 棱锥 的 底面 是 有 两 个 角 为 & 和 Pp 的 三 角形 ， 
核 锥 的 高 等 于 4 且 与 每 条 侧 棱 都 成 2 角 ， 求 楼 锥 的 体积 。 

109. ， 已 知 楼 锥 的 底面 是 岳 对 角 线 夹 角 为 a 的 平行 四 边 
形 。 "— EP HE RAE E ARA 
WE SILA PMY o REC. 

110. 己 知 正三 楼 人 台 的 底面 内 切 圆 的 半径 分 别 为 4cm 和 
2.5cm ， 而 侧 恋 对 底面 的 什 角 为 380? ， 求 这 个 楼 台 的 体积 。 

UL 已 知 圆柱 与 平行 于 它 的 轴 的 平面 相 效 。 这 个 平面 
在 虚 而 团 周 上 鹤 得 的 弧 为 a， 截 面 的 对 角 线 为 1 且 与 底面 组 
成 的 角 为 9。 求 圆柱 的 体积 。 

112, 已 知 圆 欠 的 谋面 上 有 一 个 边 长 为 a 的 正方 形 。 过 
加 和 顶点 和 正方 形 一 边 所 作 的 平面 与 加 能 表面 形成 项 角 为 a 
-的 三 角形 。 求 圆锥 的 体积 。 

113. 已 知 周 锥 的 轴 截 面 是 顶 角 为 "a 的 三 角形 。 这 个 县 
角形 的 外 接 圆 的 半径 等 于 ME UD TS M 
| 114. 已 知 回合 的 高 等 于 12cm ， 而 底面 半径 等 于 6cm 
和 9em。 两 个 平行 于 遍 面 的 平面 将 高 分 成 三 等 分 。 求 网 台 的 
中 间 部 分 的 体积 。 
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115, 已 知 半径 为 ROURA HABI GS. MAHA 
底面 是 另 一 个 底面 的 二 倍 。' 求 圆 合 的 体积 。 
116. 已 知 圆 锥 内 有 一 个 内 切 妹 。 图 锥 的 母线 对 左面 的 


倾角 为 60。， 


而 球 的 半径 等 于 R。 求 圆锥 的 体积 。 


117. 己 知 半径 为 RAR AA— A AB. AE h 


截面 的 顶 角 为 60° 。 


求 贺 锥 的 体积 。 
118. 已 知 半径 为 中 的 球 内 有 一 个 内 接 圆 柱 。 
的 轴 截 机 对 角 线 对 底面 的 倾角 为 30" 。 


这 个 圆柱 
求 圆柱 的 体积 ， 


119. 已 知 球 内 有 一 个 内 接 圆 杜 。 球 的 半径 等 于 R, 
桩 底面 的 半径 等 于 + 。 求 圆柱 的 体积 。 

120. 已 知 圆 锥 内 有 一 个 内 接 圆柱 。 — 
IO PEARCE CETT o o DH 
ELITS MEAT EIC: L AST odi 2 245 


形 的 体积 。 


121. 已 知 直 角 三 角形 的 斜 边 等 于 ?ca， 它 的 一 个 锐角 等 


于 30" 。 
转 。 求 得 到 的 图 形 的 体积 。 


小 


.第 一 组 

D 已 知 楼 锥 的 底面 是 一 条 
直角 边 为 6cm 而 它 的 对 角 为 60* 
E HEN AE ARA 
IET, AENA. 

2) 已 知 底 边 为 a 而 底 角 为 
a 的 等 用 三 角形 绕 着 它 的 一 爵 旋 
转 。 求 旋转 图 形 的 体积 。 
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将 这 个 三 角形 绕 着 过 直角 项 点 且 平行 于 斜 边 的 轴 旋 


第 二 组 

|. D 已 知 直 平 行 六 面体 的 底 
面 是 一 条 对 角 线 为 17cm 而 边 长 
为 9cm 和 10cm 的 平行 四 边 形 。 
六 面体 的 全 面积 为 384cm* ， 求 
它 的 体积 。 o 

2) 已 知 边 长 为 5 而 锐角 为 
a 的 棱 形 绕 着 过 贷 角 项 点 且 垂直 


3) 求 由 曲线 y -x+1=0 
和 直线 x 一 2=0，、» -08] 成 的 图 
形 绕 着 OX 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 
Ten, 


| 


于 它 的 边 的 直线 旋转 。 求 旋转 图 
形 的 体积 。 
3) ” 求 由 曲线 y= 一 Xx? 十 2% 


| 和 直线 y=0 图 成 的 图 形 绕 着 OX 


| 向 乃 转 而 成 的 旋转 体 的 体 两。 
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第 十 三 章 ”旋转 体 的 表面 祝 


$1. 网 梓 的 侧面 积 和 全 面积 
加 柱 的 侧面 积 等 于 圆柱 的 底面 圆周 长 与 高 的 柔 积 ， 


Smiem=2xRH., (13.1) 
圆柱 的 全 面积 可 按 下 式 计算 ， 

Smag =2aRH + 2x R?。 (13.2) 
1. 己 知 圆柱 的 轴 截 面 的 面积 等 于 9。 求 圆柱 的 侧面 


积 。 

2. 已 知 圆柱 的 母线 等 于 !。 求 圆柱 的 侧面 积 。 

$. 已 知 圆柱 的 侧面 积 等 于 它 的 全 面积 的 一 半 ， 轴 截面 
的 对 角 线 等 于 5cm。 求 圆柱 的 全 面积 。 

4. DANERA EREN GRAAE, M 
柱 的 高 等 于 五 。 求 轩 柱 的 全 面积 。 

5. 已 知 过 圆 福 廊 面 半径 的 中 点 且 季 直 于 诬 面 的 截面 是 
方正 形 ， 其 面积 为 16cm2。 求 圆柱 的 侧面 积 。 

6. 如 果 圆 柱 的 全 面积 等 于 1170rcem?， 而 它 的 E H P 
径 为 15cm， 那 么 虐 图 柱 的 轴 多 远 的 截面 为 正方 形 ? ・ 

7. 已 知 边 长 为 4 的 正方 形 绕 着 它 外 部 的 一 条 平行 予 它 
的 边 的 轴 旋 转 。 这 条 轴 到 正方 形 的 距离 等 于 正方 形 的 边 长 。 
求 所 得 的 旋转 体 的 体积 。 

8. BRAMER, RAH, RASAN A 
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SS E SN 
ff. ARI, AREKE (SA 


18103) o HF AABOMACBOMIN, ant, 


"TY = IUE rio RN 
durH, BARR 
S =27h ETE ,或 S= IR CHA- ha) 


(0h H), : 
SUR EA s 


Sr = TR (ug Lap), 


H 
2ER (H-24)=0, H-2h=0; as, 
-_ ARR 
Ss! = H 


二 阶 导数 为 负 ， 因 此 ， 当 4 ARCA, 
这 时 ， 所 求 图 柱 的 底面 半径 为 ， 


9. 从 Ea CIA ROBEAT HEURE Hc UA 


有 最 大 全 面积 的 那个 圆柱 。 
10. 试 从 体积 为 的 所 有 圆柱 中 求 出 具有 景 小 全 面 积 的 


那个 圆柱 。 
365 


ll. ERER KEIT, RIERA: 形 

水 桶 (无 盖 ) 的 底面 半径 和 高 。 

12. 试 从 半径 为 尺 的 球 的 所 有 内 接 图 柱 JRH 8 AR 
AROMA MAL, 

13， 在 给 定 表面 积 8 的 条 件 下 ， 求 出 体积 最 大 的 图 柱 形 
水 桶 (无 盖 ) 的 亡 面 半径 和 高 。 

14。 试 从 全 面积 为 8 的 所 有 圆柱 中 求 出 体积 最 大 的 那个 
Mir. 


$2. 圆锥 的 侧面 和 和 全 面积 
四 锥 的 侧面 积 等 于 底面 的 圆周 长 与 母线 长 的 乘积 的 - 


Æ, 
Smin 7 7 RL, (13.3) 
”网 锥 的 全 面积 按 下 式 计 算 ， 
Spa - XRL ER, (13,4) 
15. 如 果 圆 锥 的 底面 积 等 于 M ， 轴 截面 的 面积 等 于 N ， 
求 图 锥 的 侧面 积 。 
16. 已 知 等 边 圆锥 的 轴 截 面 的 面积 等 于 Q， 求 它 的 全 面 
积 。 


17. 己 知 圆锥 的 母线 与 底面 成 c 角 ， 底 面 圆周 的 一 条 GE 
等 子 g。 面 送 条 弦 所 対 的 同心 角 等 子 の 。 求 固 供 的 全面 税 。 

18. 已 知 圆锥 的 谨 面 半径 等 于 RR。 过 夹 角 为 B 的 两 条 Bk 
线 作 截面 与 圆锥 底面 相交 ， Dn 
x(a<180")。 求 圆锥 的 全 面积 。 

19. 已 知 直角 边 为 3cm 和 4cm 的 直角 三 角形 绕 着 过 直角 
顶点 且 平行 于 斜 边 的 轴 旋 转 ， 求 旋转 体 的 表面 积 。 
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20. 在 等 边 圆锥 中 有 一 个 内 接 等 边 圆柱 。 如 果 圆 柱 的 但 
面积 等 于 S$， 求 圆锥 的 侧面 。 

21， 己 知 国 锥 内 有 一 个 内 接 正 " 枝 锥 ， 这 个 楼 锥 的 P 
训 顶 点 处 的 面 角 都 等 于 ca。 如 果 贺 锥 的 底面 半径 等 于 r， 求 圆 
A AR. 

22. BARAA Scmiflbem BEAR ff 2607 nj zz: JE De A 
过 60" 角 的 顶点 旦 垂直 于 最 短 边 的 轴 旋 转 。 求 旋转 体 的 表 面 
积 。 

23. 己 知 底面 边 长 为 c 的 正四 棱锥 内 有 一 个 内 切 A 锥 ， 
棱锥 的 侧面 与 底面 组 成 的 二 面 角 都 等 于 xc， 求 网 锥 的 全 面 
积 。 

24. BQMIE BERE RS MEE TE m BL ETE RO 角 ， 求 这 个 - 
BEAR HE P) e AR, 

25， 试 从 给 定 侧面 积 S$ 的 所 有 贺 锥 中 求 出 体积 最 大 的 那 
AHE, 


A A MHs vP, 


(Si WRIS0, RS E 


REMERA MERA, RMA 


rel pp 1 apip =L 3ー pipi i 
と gar agY $ aiR 35v S RI, 
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我 们 借助 一 阶 导数 来 研究 这 个 函数 的 极 值 ; 
REN 1 EL 27r?R4 — 
yo (VARO E age) 


e IR 
BETA q2pa ? 
、 sa US -— 
$S?-3s3 44-0, R= ami? R = アン ョ ュー n 


"2 了 
r nos >0, Y el 37 «0, 
va V3n 


El, MRVAR RARA 


的 高 为 ， 
1 
H= -一 一 
e Ys 2 
CEN PM 2 GOES 
a N V2 Zi 
vam 
26. TAA E187) RITERIS BET PEDIA PORRA 最 大 
人 馈 面 积 的 那个 圆锥 。 
$3. 圆 台 的 侧面 积 和 全 面积 
圆 台 的 侧面 积 等 于 两 个 底面 圆周 长 之 和 的 一 半 与 母线 长 
WRR: 
` Sama =n R+ RYL, (13.5) 
圆 台 的 全 面积 按 下 式 计算 ， 
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IT) (13.6) 
27 ， 己 知 圆 台 的 谋面 半径 等 于 R 和 r， 而 母线 与 底面 成 
O'A. REA GMER 
28, GAPEROIr RUE -AAE WAE R S 
底面 成 a 角 。 求 这 个 圆 台 的 侧面 积 。 
29， 如 果 贺 全 的 侧面 积 与 两 个 底面 积 的 和 相等 , T R 


而 半径 等 二 有 和 +。 求 图 人 台 的 高 。 
30， 已 知 圆 全 的 轴 截 面 的 对 角 线 互相 于 E, 母线 等 于 


1 且 与 下 底面 成 gc 角 。 求 圆 台 的 全 面积 。 

31， 已 知 圆 台 的 下 底面 ， 上 席 面 和 侧面 的 面积 之 比 为 
min: p, RERI TEDA. 

32， 已 知 间 全 的 母线 等 于 / 且 对 席 面 的 倾角 为 <。 两 个 席 
面 半 径 的 比 为 m:n(m 二 n)。 求 团 台 的 侧面 积 。 . 

33， 已 知 半径 为 6cm 的 球 有 一 个 外 切 圆 台 ， 图 台 的 两 个 
谨 面 的 举 色 之 比 为 4:9。 求 圆 合 的 侧面 积 。. 

34， 已 知 圆 合 中 有 一 个 半径 为 的 内 切 球 。 由 球 心 对 贺 
台大 底 直 径 的 视角 为 w。 求 圆 台 的 侧面 积 。 


$ 4。 球面 和 它 的 部 分 的 面积 


半 色 为 R 的 球 的 表面 积 公式 为 ， 
S = 47 有 2。 (13.7) 
球 带 和 球 冠 的 表面 积 都 等 于 它们 的 高 与 球 的 最 大 截面 回 
MARA: 
Sri =2xRH, Sz =2xRU, (13,8) 


35. 计算 下 列 图 形 的 内 切 球 的 表面 积 ， 
1) 表面 积 为 5 的 立方 体 的 内 切 球 ， 
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2) 表面 积 为 $ 的 正四 面体 的 内 切 球 

3》 轴 截面 的 对 角 线 为 m 的 等 边 圆柱 的 内 切 球 ， 

4) 表面 积 为 S 的 等 边 圆 锥 的 内 切 球 。 

36. 计算 下 列 图 形 的 内 切 球 和 外 接 球 的 面积 的 比 : 
D 立方 体 ，2) 正四 面体 ，3) 等 边 圆 柱 ，4) 等 边 圆锥 。 

37. 已 知 蒜 的 体积 等 于 矿 ， 求 它 的 表面 积 。 

38， 已 知 圆 台 的 底面 半径 等 于 24cm 和 15cm ,高 等 十 
27cm。 求 它 的 外 接 球 的 表面 积 。 l 

39， 己 知 球 带 的 底面 半径 等 于 10cm 和 12cm， 它 的 高 为 
llem。 计 算 球 的 表面 积 。 

40. 已 知 半径 为 R 而 顶 角 为 z 的 扇形 绕 着 圆 的 一 条 直径 
旋转 。 这 条 直径 与 房 形 的 弧 不 相交 ， 它 与 扇形 最 接近 的 一 条 
半径 成 B 角 。 求 与 房 形 弧 相 对 应 的 球 带 的 表面 积 。 

Al. 如果 球面 扇形 的 轴 截 面 上 的 弧 含 有 120"， 而 球 的 P 
径 等 于 R。 计 算 球面 扇形 的 全 面积 。 

42。 球 人 缺 的 琢 面 积 连 同 它 的 底面 积 一 起 等 于 S。 如 果 R 
的 半径 等 于 尺 ， 试 计算 球 缺 的 高 。 

43. 已 知 含 有 120" 弧 上 且 面 积 为 @ 的 弓形 绕 着 自己 的 高 旋 
. 转 ， 计 算 所 得 图 形 的 全 面积 。 


$5. 利用 定 积 分 计算 
旋转 体 的 表面 积 


平面 曲线 y= /(x) 上 的 弧 AB ARMON RENH IR M 


转 曲 面 (图 112》。 
这 个 曲面 的 面积 的 微分 dS SFM 2) E OR y A 
y + dy 而 母线 为 d1 的 加 人 台 的 侧面 积 ， 
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图 112 
dS = BEY IIO *d3) 41 aty ed yyd Ita ydl 


(被 加 数 d y 112 y tb ok JE BUR IS AE, Nidy 可 忽略 不 


Wn. 
LWEETITIRSITIT]:piop LEE F RH 


A: 
S= fas- 25 | rag 53 + (27 du 
(13,9 


这 里 a 和 6 为 自 变量 x 在 点 4 和 B 的 值 。 
类 似 地 ， 弧 AB Se3 SOY Nefe , 我们 有 dS = 2rxd1。 


由 此 得 
d d —X——Á— 
Sc | sz xyi * (E) dy, 
(13,10) 
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这 里 c 和 dd 为 自 变量 y 在 点 4 和 8 的 值 。 

44。 求 加 x*+y?=r? 绕 着 轴 OX 旋 转 而 成 的 球 的 表面 
$1, 

解 ， 微 分 圆 的 方程 +y =r, 得 


2x+2y 12 =0, こと 
ax ^ dy y 


o 


我 们 来 求 弧 的 微分 ， 


= アコ + (2) za=y 1 + C3 dx 


将 d! 什 代入 公式 (7.9) 并 取 积 分 限 由 -7 到 ”， 我 们 求 
LI 


MEM 
=4xr?, 
45, Baie + y= r ERE AO A 旋转 ， 求 旋转 
而 成 的 高 为 卫 的 球台 的 浅 面 积 〈 图 113)。 
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re 


46, 已 知 圆 x?+ y?=r? 上 的 弧 绕 着 轴 OX 旋转. 求 旋 转 
而 成 的 高 为 瑟 的 球 缺 的 表面 积 《 图 114)》。 

47. Pilla? + y?=16 上 的 两 点 4 (2, 2/ 3 ) 和 B(3， 
v7) 之 间 的 弧 线 着 OX 办 旋 转 , 求 所 得 的 球 带 的 表面 积 。 

(48, Eni? +t 这 =25 上 的 两 点 4(4, -DMB (3,4) 之 
闻 的 弧 绕 着 O7 轴 旋 转 ， 求 所 得 的 球 带 的 表面 积 。 

49， 已 知 图 (x 一 4)?+ y2 = 36 上 的 两 点 4(2,4w2) 和 也 
(4,6) 之 间 的 弧 绕 着 OX 轴 旋转 ， 求 所 得 的 曲面 的 面积 。 


解 ， 微 分 圆 的 关于 xy 的 方程 ， 得 ; 
2(x—- 4) +2y {> =0, i M A dy 


=-=(x-4), 
于 是 有 ， 


AAN AS 
= dy. : d 
S af ym (27) x 
ニニ 
dy E; 
eu yw (ds 
: as 4 
=2x f Y 36-(x- 0! Y (x - i de =125 | dx 
2 2 


=12 x | ，= 24z( 平 方 单位 )。 


50, Enix? + (y - 2)4= 25 上 的 两 点 4(2 V6， DA 
BG, DZEMO 轴 旋 转 . 求 话 转 而 成 的 曲面 的 面 
8, 

51, 已 知 抛物 线 y?= 4x 上 的 两 点 4(0,02 和 局 (3,2w3 ) 
之 间 的 最 绕 着 OX 轴 旋 转 ， 求 所 得 的 曲面 的 画 积 。 
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52, RIMA y 9? EWEA CO, OMA, OZ IR HR 
着 OX 轴 旋 转 而 成 的 曲面 的 面积 。 


$6. 综 E 题 


53， 已 知 球 内 有 一 个 内 接 圆柱 , 球 的 半径 等 于 29gem， BH 
桂 的 侧面 积 等 于 1680rcmz。 求 圆柱 的 体积 。 
54。 已 知 球 内 有 一 个 内 接 圆柱 ， 圆 柱 的 底面 半径 与 高 的 
比 为 213， 球 的 表面 积 等 于 225r。 求 圆柱 的 全 面积 。 

55。 已 知 等 边 圆柱 有 一 个 外 接 球 ， 求 它们 的 体积 比 和 玫 
面积 比 。 

56. 已 知 回 柱 外 切 于 一 个 球 ， 求 它们 的 表面 积 比 和 体积 
比 。 


积 就 增加 36rcms， 求 圆柱 的 侧面 。 | 

58. 已 知 圆锥 和 圆柱 具 有 公共 高 和 公共 谋面 ， 且 公共 谋 
面 的 面积 等 于 4xcem?。 辆 锥 的 侧面 积 与 圆柱 的 侧面 积 之 比 为 
5:6。 求 给 定 的 两 物体 的 母线 长 。 

59。 已 知 底 边 为 c 而 底 角 为 e 的 等 腰 三 角形 绕 着 它 的 一 
条 原 旋 转 ， 求 旋转 体 的 表面 积 和 体积 。 

60， 平 行 四 边 形 的 两 边 为 m 和 mn， 它 们 的 夹 角 A a, R 
平行 四 边 形 绕 着 其 长 度 为 "的 边 旋转 而 形成 的 图 形 的 表面 
E ` a f" 

61， 圆 锥 绕 着 自己 的 固定 的 顶点 在 平面 上 滚动 。 如 圆锥 
BASTA TRET ， 求 圆锥 的 高 扫 过 的 曲面 的 面积 。 

62， 边 长 为 0 而 锐角 为 60° 的 楼 形 绕 着 过 锐角 顶点 且 垂 直 
于 它 的 一 边 的 轴 旋 转 ， 求 所 得 的 图 形 的 表面 积 。 
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57， 圆 柱 的 高 等 于 5cm。 如 果 它 的 高 增加 tem， 它 的 体 ， 


63, EMMA A, ART AAA RISA E 
E EA 、 
积 。 
64， 已 知 半径 为 25cm 的 球 被 一 平面 所 裁 ， 基 截 PAS TE 
积 为 49rcm2， 计 算 球 冠 的 面积 ， 

65， 已 知 球 缺 的 侧面 积 为 球面 的 面积 的 0.05。 如 果 球 面 
MRRP Om, HARRERA. 

66. 证 明 ， 由 正方 形 绕 着 一 边 旋转 而 形成 的 图 形 的 表面 
积 等 于 其 半径 为 正方 形 的 边 长 的 球面 积 。 Hn 

67. EIA AA DE BORRAR, EMKA 
3URKIS BU; S, TEMA EAN ARA E SEA 等 Pe, RX 
个 凸透镜 的 表面 积 。 l 

68. URTICARIA 
面积 。 

69, REMO, T TET. 
TEA E. i 


小 测 X 

D 已 知人 矩 形 的 面积 为 S， 对 D Ani añ 锐 名 Ha 
Aoc Asa, DAME 形 MA | BARA AUR 一 周 。 
过 它 的 一 个 顶点 且 平 行 子 它 的 对 | 这 条 直线 过 楼 形 的 一 水 锅 角 的 項 
角 线 的 直线 旋转 一 周 ， 计 算 EEES A # LE 
图 形 的 表面 积 。 | 形 的 表面 积 。 

2》 已 知 圆 能 的 母线 等 于 1 且 | 2 ERERE GANT IE 
与 圆 仅 的 高 或 z 角 。 计 算 外 接 球 的 | 圆锥 的 高 成 < 角 。 计 算 内 切 球 的 种 
AA. 面积 。 | 
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第 一 窜 


2. 1) D 2) "E 3) EE 4) 一 z 5) n 


€ A 7) X 8) m 9) tE, 10) 3L, 


EE 
3, 1) 0,2670; 2) 1.2421; 3) 0.2667, 4) 2.0199, 
5) 3.7554 6) 5.4510, 7) 1.0021, 8) 1.5271 
4. 1) 0.253, 2) 0.476, 3) 1.309; 4) 2.275 
5) 0.675, 6) 1.50 
6. D 25% D 105% 3) 110% 4) 100%; 
5) 99%, 6) 78% 7) 330% 8) 240° 
T. D 17°14'; 2) 32549', 3) 60, 4) 77"05 
5) 85705', 6) 100% 
9, 0.56% 
10. 1.08 米 
12.4.6 弧 度 
13. 0.75 米 
16. 3.2 
17. 0.2% 


21, 
22. 
23, 
25; 


26, 
27, 


28. 
29, 
30, 


31. 


32. 


33. 
34. 
36. 


3 米 / 秒 

5 

6 秒 : 

6 弧度 / 秒 ，- 2 弧度 / 秒 ?， 通 过 5 秒 


0.3m 
2x 
15 
13% 
1 
n xr i し 4 
21600 ^" 35% ^39 9 


1)16 弧 度 / 秒 ，2》 1,60k/8) 3) 9.6z 米 / 秒 
经 过 3 秒 

1) 在 第 TI 象 限 , 2) 在 第 W 象限 ; " 

3) 在 第 HI 象限 , 4 ) 在 第 象限 , 

5) 在 第 1 象限 , 6 ) TES Sm, 

7) 在 第 [象限 , 8 ) 在 第 象限 

9) 在 第 1 象限 , 10 EPI 象限 

1D 在 第 象限 , 12) ERIRE, 

13》 在 第 I 象限， 10 在 第 W 象限 ? 

15) 在 第 象限 , 16) 在 第 象限 
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37. 1) 360° x6+40°; 
3) 360 x(- 2)-20*; 4) 360" x 390^, 
5) 860*x(-4)-10^, 6) 360° +160* 

39. 


17) KIAR, 18) 在 第 下 象限 


1) 2hz,h€ Z, 
2) 2kr +5» he Z; 
3) 2kr +r=(2k+1)x, hE Z, 


4) A + 一 下 っ 6 る 


40. 2kx+ > 2 kr E, a 


41 


3 
zr, 2 kr 47. ——; (2k+1) xs 
2hn + で 2 pr+- 人 4 MEE , 


2ha + > 2 Az +45, 2h, h € Z 


1) -2z, -2, 0, Æ, 225. 
15 sz m Om 17 
lig QU E PN e 
g 1% .. 597 s 7m 18s 
$45. 3 gr gorges 
Avus. quot. S e o dus 
6' 6'6' 6' 6 


2) 360*x(-2) +170% 


R 


44, 


45. 


47, 


49. 


12 在 第 H 象 限 
3) 在 点 (0, -1); 


Da = hx + 1h € Z, 


3 3” 
k m 
3) ac epe Zs 


4) a=180°k +40°,kE Z 


2) 在 第 I 象限， 


4) ER (0, - 1) 


E ETA 


2) x42ka + 3 „kE Zs 


3) sd EZ, 


ka kE Z; 


4) xE 3 


5) x hr, khEZ,; 


6) xkn + zke Z 


D 在 x -2kz + 2t 1 时 , ya 1 


在 ヶ = 2 を アキ エー HE 


Ian 


bd トー 
2) 在 x=26 ァ ー テ 時 。 タ ーー ニュ 


ー 1 AE ググ 。 


51. 


52. 


在 x =2kx + Sm, YAN=- 1, EZ; 


二 RT Y kr _ s 
3) dEx-—- tg M. 最 大 8, 在 ァ = ラー 中 


最 小 = 一 3,k€Z, 


4) 在 x=2 2 时 ， ツ 最 大 = 


在 x = RADA 时 ， ?最 小 = ys keZ 


5 
1) x-22kn,h€Z; 


$c 


2 ,R€ Zi 


2) x=3kx+ 


3) x kn GRE の 


4) x =3kx + sh Z 


1) (-00, 00) , 2) xékn,R€ Z, 


k 


3) xÆ 2 


Z keZ, 4) xk, RE Zy 


5) x hr e SS RE Za 6) ash EZ 


T) ash -The ns rx 
9) xFkr, x 天 2n +, k, n€Z 
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km x 
ar th keZ; 


53, 


54. 


55. 
56. 


58. 


60. 


61. 


63, 
65. 


67. 


10) xhz, x nz + D k,n€ Z 


D -1<E(9)<1, 2 0€EGOEKA; . 
3) - 1&E(5)&1, 4) 0<E(N<1 

D 0<FE(y<2, 2 2<E(y)<4y 

3) 1<E(y)<3, 4) 4<E(yY<6 

1) BUB, 2) 最小 = 0 ; 3) ?最 小 = 0 

1) 最大 = 5 ，J 最 小 = 3 

2) 最大 = 6, 最小 = 5 3 

3) Ygk=m, ツ 最 小三 75 

4) ツ 最 大 = 5 , 最小 = 2 

1) +; 2) +; 3) -,4) ~; 

5) 不 存在 , 6) +; 7) +; 9 -3 

9) -, 10) -, 11) -, 12) + 

10. 22. 3), 7), 8) 的 符号 为 +”， 其 余 的 
符号 为 “一 ” i 

10.22.52. 6), 7) 的 符号 为 《+”， 其 余 
的 符号 为 “一 ? 

1) 1; 2) - 2; 3) - 1 

DESS IL EB RR, 2) 在 第 下 或 第 了 象限; DEBI 
或 第 象限, 4) 在 第 [或 第 工 象 限 

1) 1,2) 0, 3) - 1,4) 0,5) 0; 

6) 1,72 42-243; 8-5, 9) -133 


-b 
10) 21, 11) 3.5, 12) 2, 13) E 


14) a- by 15) 2; 16) 343 
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68. 


69. 
70. 
71. 


Es 34 
15,3,-5-3, -5,n H, 


25403 

1), 72.10 , 12 Xj * «" , KRH “-” 
D. 0% “yh : ERA “ー タ 

DIREI; DIRI; DIRAE; 


A)EEIL; 5) 1 或 V， OIN, 
7) 任 一 象限 ，8) 工 或 下 


72, 1)+; 2)+ 3)- 
73.1) 0,2) -3, 3) (a-b)% 4) E, 
5) 4; 6) 5; D EE 8) 3. 
4 4 
74. 1) (a+b); (a—b); 2) a^ -b*, 
3) o a) E, 
a 
= 12 22.5 2-12 
80. 1) cosa = 13 > tga 12" ctga p^ 
Soy lb 2.2.15 ...8 
2) sina => tga $7 ctga NT 
WR ERROR REC 
3) sina 1D" cosa ir ee 8^ 
inge ats. etia moi. 
4) sina = 25 * COSE モー デッラ tga 7 
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82. 1) 


88. 1) 


89. 1) 


Lar Ag+ ラッ kE Z); 2) sin'a 


Dn 


0, D —? (akr, he Z) 
sina 


l; 6) 1; 7) cosa-sina; 8) 1 
6 3 
ubt 


2, 2) costa; 3) 1, 4) 0 (axEkz, hE Z» 


T Re Z» 


ctga(asE km ,k € Z); 6) Saga 


(aE ka + PAEZ) 
costa 
Edi A + T AC Z) 
cosa 2 
1T 2.18 25 EN 
257 D cap 9 3p 0 る 


35,2) £85, 3) 7; 4) 18 


0*2, - 


3) asia ITI as T EZ, 


4) sina = 一 A, cosa = 2 tga 74/34 


N 
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ちの ユネ 


:第 二 组 1) 3/35 
2) -, 3) xx£8kn,h € Zy ォ デ ーー で Z 
4) sina 7 -L3, cosa = n ctga 
) as e Z, ana I nez 


94. py, 2) 0,2 1, 4) v8, 5) 0.682 


-95. 1) 1.5389, 2) 2, 3) -— l, 4) -0,1215 
5) 1 
97. D たつ 2 4=8z 3) 4= テ 4) 4=5% 


99. 1) 27, 2) 247, 3) 62; 4) 16x 
100, 1) 5,2 7,2 1:40 0, 


2d. E 
D) -156) ニテ の て は 


101. D 12, 2) > 3) 6, 4) A 


5) 27; 6) 27; 7) 21, 8) x 
102. 1) 2sin?a; 2) 3, 3) 2cosgj 4) 2 
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7) 


10) 


107. 1) -一 一 


4) 


109. 1) 
4) 


112, 1) 


5) 


8) 


11) 
14) 


114, D- 


L2, p -3 3) ーー と 
-2 8) v2, NOR 

-1, p YE, o ~ 
-Y3, ETE sya 


ツマ 3 v2 va 
2 2) っ} 3) Ud 

v2 2A v2 

Em y 5 2! 6) EN 


ー0.375, 2) -0.743, 3) - 0.375; 
—0,899, 5) 0.574, 6) —0.883 
EA 2) 


2 2 


A, 6) —0.9848, 7) 0.8391) 


2.747, 9) T 10) -0.1736, 
0.1736, 12) -0.364, 13) — 1.4281, 
—0.2588, 15) 0.4226; 16) — 0.4663 


Z, 2) Ja 3) mv 31201 


-1, 3) XS, 4) -0.83915 
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5) LE, 6) ew, 7) AD 8) -0.6428; 


9) - 0.6428, 10) 2.747, 11) 2, 12) 0.9397 


“116. 1) -0.375, 2) -0.857, 3) -0.424 
117. D -1, 2 -33 9 0; 4) Y 3; 

5) -/8, 6) 3-1, 7) ez 
118. 1) 1, 2 1 


120. D (hr REZ m [n eco slhez) 


9 {hr + hez}, 
4) { hz, hz - C7 D'arcsin0.4 k€ Z}; 
m METUS 
5) { ha + テッ 2 arccos zl REZ j ; 
6) [ kx, kn tarctg2.4 lh€ Z]) , 
T) | Ar T, ka +areetgl . 引 kez} 
小 测验 
第 -- 组 1)0, 22+ ジ 2。 


4) ( ka +arctg2, kr tarctg4 ke Z3 , 


5) ( hz Tohr- arctg? kez ) 
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第 二 组 D1,20, E 


4) [kx +arctg3, kr +arctg7 [ke Z ) , 


ZIEL *arctg3] k€ z} 


ER 


3. 


T T x x 3 
1 24 93 a E SM M 
) で) ) ーー; 3) Q0 g? 9) arent 


1) bz (DERE Zs 
2) kr C- D'U T REZ, 
3) 2 4 テキ テル 6 Z; 


4) kr t+ (Dh EZ 


E 


1) kx+(-1)are sinl, Ae Z 


2) ka+(-1)* "atcsin 2 RE Z; 


3) kx (- 1'arcsin0.6,h€ Z 


12, 1) 2hm £T ke Z; 2) 2kr 17 hez, 


887 


13, 


16. 


19. 


20. 


25. 


26. 


3) 


D 


2) 


3) 


D 


D 


3) 


5 


\ ン 


1 


w 


3 


~ 


1) 


3) 


1) 
2) 


3) 
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2ka + 2 EZ; 4) 2ka4 rs TTA 


2kn t arccos ¿sk € Z; 


2ka t (x -arccos $), € ZA 
2hkz tarecos0.6,R € Z 
1 


v 2) -本 3) arct5 っ } 4) —arctg0.7 


ka,kEZy 2) ka OL Z; 


ka -hE Z, 4 ha q he Z 

ka +arctg / 2, k€ Z 

kx —arctg ke Z; 2) hm *arctg2, k€ Z; 
ka —arctgl.5,R € Z 


ka + ke 2,2) hat ke Z, 


ka (he Z; 4) hr +arcctg>, shEZ 


ka 4 3 — arcctg2, R € Zs 
Rx +arcctg0.8,R€ Z; 


ka tz - arc ctg 2 を 


32, 


1) 
2) 


3) 


4) 


(QR - 1, 2&2), 


kr +(— -0- ez), 


-DHZ keZ} 


m. hel 
kr + Dz kez} 


kE Z; 


(2hz, (2k +1)r), kE Z; 


(2 ha- 3T, 2gz +5) EZ: 


z ; 2 krー , 
Tr 

ne). 

2n) , 


389: 


.D 2kriT dez], 


E: 


| 

D [25 +21 kez}, 
3 {2 gz 

DIET チエ コリ トシ 

5) ( 2kzt t (x — arccos0.3) [RE Z ) 


39. D (2 kam, 2 ka e 32) ,Re zs 


) (252-2. 2 4r+ テ ) EZ, 


3) (QkÉ-Dx, (2h +1)r),k € Zi 
4) (2 を z。 (2k £102), k€ Zi 


X 
5) (24545. 2k. 5%) „kE Zs; 
D kr- E, bns) ,hE ZS 


D (x+, hr + 经 ) ,hEZ 


Tr m 
42. D {hr- Zikez), o {kast lez), 
3) ( k+180 +53 1 ReZ) 


390 


44. 


47, 1 


49. 


D fkz+ 于 ez ], 
| 


2) Ar キー IREZ » 


2 [52 E keZ IE 
4) ( &*180? 426? |R€ Z ) 


1) Az アー hr) RE Z5 


( 
4) (kz + E, kx e ŠE) ,REZ 
( 


-1)* i la € 
. D12kz -2(- D arcsin- g^ zh 


Dòt t-i kez}, 


ュー 
to 


ES lez); 


4) fx «CD kez] 多 


5){( キ ンジ 2 ァ zi 計 lkeZ)> 
6) ó 


53. D (hm 52 kx- T) ke の 


55. 1) hr+ lhe z) (2 (tr += Ike 2) ; 


57. D( Ax lk € Z 522 (tr + — ez] j 
3) zareeos Ie z}, 
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59. 1 


61. 1 


63, 


64, 1) 


4) {hart =| he Z} 


1) ¡kxrz 


1 +7 le 
4 
m 
3) (ho Z lke z} 
) {oka, 2 kat kE z}, 
2) { (2k +1)7 lkeZ)s 
3) (ta EL +arcetg0.6 |k € z) 
D {Az+arctg1.5 REZ ) » 
2) fer -hr tarctgs Ike z) ; 


3) ( kx , kr t arctg?] RE Z) 
(2 ha, Phe 35) ,hE Zs 


ez) ,2 (ee kez] F 
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© (ka 3, kata) ez 
65. cana {s+ nez], 
» [EE nez) o (omn hez} 
JT 
«o [eee] co fiet ez], 
3) $i の [ares Then kez} 
67, D tha lheZ 2 {hr+ E hn ez] 


24 20 (6x2, haz ^ 166) 
68. 1) ( kz t arcetg3, ka+arctgT lkeZ)y 
DE 3 
2) [^ 23 kx +arctg, kez} 


小 测验 
第 一 组 D (Qk-1)2x, 4kz), kE Zs 


2)( (2k - Dx lh€Z), 


3) (4- tC Dae eZ) 


394 I 


4 {hr+ i 2 kz+- ihe z] ; 
5) Ds kr- aretg kez} 


第 二 组 1) (kz, kak Sx) 時 イル 


2) 2h (DE — 4 z) i 


| 
3 EA ke 2) ; 


の lr, kaz T kez}, 


| 
5) (ha ue ha -aretg a] hE z] 


0.24 13 77 v2 
2 1$, 2D: ges DD 


Y 2 
10 
。 を w6-2 57 /6+ ン 2 
3. sin 12 => 4 , in 12 4 
Jm 82 VE+tV2 
sin 4 , cos 12 = 4 
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57 6-2 Ta 2- "23 
co 12 4 cos 12 4 
71 
5. 1) gg? 25 1 
" m : Y 
7. 1) sin jg? 2) sin iz” 
9. 122-38; 2) 2+v3 9 -2-w3， 
4) 38; 5) 2- ソ 3 
3 5. 
11. 1) H' 2) 12 


13. 1) 2cosasinf; 2) -i, 3) cosa; 


4) tga; 5) ctga; 6) 2tg2« 
17, 1) {kz | EZ], 

2) {Az+arectg4 ど 3 | S£ Z) y 

3) {Ar+arctg6w3 | REZ} 


3 1 
18. 1) costa * B) = 7g? cos(a- B) = i5p3 
in(a- の = 5, costa- Do E 
2) sin(a- B)» 7, costa = 


19. 1) で ) 2) 5 


) Ye 


20. ; 2) sin'a 
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2) | eoe ez] 


D x 
»p£pez] 
4) (hx | k€ Z) 

小 测验 


第 一 组 1) -2 2522 


第 = 组 Di ni. 
5) | AE e z} 
27. 1) sinza = 4, cos2g = 
2) sinla= - B6, cos2a = 
3) "alan > COS2a = 
1g2 = A 


397 


28, 


29. 


3l. 


33. 


35. 


8 
1) ctgz = 7g! 


ino _ 120 _ 120 
2) sinda= jgg » cos3e= Jeg» (53g= 7195 


119 120 
3) cos4x = 169» t£ix^ dig 


3 7 

1) B! 2) - 15 
1) sin4a = 4sinacos?a ~ 4sin*acosa; 
2) cos4a = costa — 6sin*acos^a +sinta; 
Btga— tg a 

1ー 3tg'a 
4) cos4g = 8cos*a - 8cos?a + 1; 
5) sin5a = 16sin'a — 20sin'a + 5sina 


3) tg3a= ; 


1) (en 24z よ ーー sez] ; 


] 
2) [n kez j 


3) {kx | ke Z) 


a 34/34 a 54/34 
2) siny AM, ám Y 
a 3 
"ics 


36. 


39. 


41. 


44, 


46. 


47. 


48. 


49, 


, @ uv B -2v5 „a_l 
3) sing = pg cosy = B ，t8 2 773 
A L. 
La ， v/13 ; 3 1 
8 
1) -sin TR 2) -sin$x; 
3) sin5x; 4) sinx 


i pá 2.8. 2 -2 
1) 2sin?20°; 2) 18775 3) tg 7 2]! 


4) sin2a; 5 ) sin2a; 6) 1 


3 3 一 ce | 
1) 53 2) -53 3) -V 3; 4) 7 


1) | 2er, icon [ez y 
k 
2) | errom Gee n eez h 
3) | (2h 1)m, 2hr e| iz] 
1) sin2a -, cos2a = — tg2a = 一 A, 
2) 1 Sp So 3) 310 ar E 


2' 2 10 ^7 
1) 0.5tg2g,。 2) 1; 3) cos2a; 4) 2ctga 


1 vs 1 
1) 93 2) 37 3) 8 
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1 175 MS 


j 720 
I E Rc MEET 


81; 1) | sin (t-4i) |, 2) ego; 3) 1, 
4) y 2tga 
54, " Acor ez], 
kat- | a) 


4) 


kr 
KA ^ 
| hr- a ezh, 


5) {kr ] keZ}; 
6) (4kr,(2R+DI|REZ); 
7) (2k7, (4k - Dn | R€EZ) ; 


— —_ 


8) | (QD, hr + REZ 


3 
小 测验 
第 一 组 1) sin2g = E , cos2a =>» 
tg2a — - 3, 
5 1 
D S, E, 
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5) | 2n, dnx EE] p, nez | 


一 253 24 9 7 
第 一 组 1) sin2g= 55 > CO52g=ーー55 ラ 
tg2a = 4, 


56, 


57. 


i = y 
1 v33v39 asi 
2) 3, Ga, 5) | m “zj 


1 1 
1) y 00s2x + y Cos12xy 
2) ぅ cos10x- さ cos12 
2 c0810x — 5 cos12xy 
3) Lsin3x + Lsin? 
2 SINIX asin X5 
4) T. の 1 28 
9 Sin2a ~ ysin28; 
1 1 
5) cosa * 5cos(3a +28); 
2 2 
6) lc n +t ( + の + 
4 coSX + cos y + qcos(x + y) + 


1) jcos2x; 2) Y 8 *2cos2x1 


8) cos2x + v 3 sin2x */ 8, 
4) 2- cos2x —4/ 3 sin2x 
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59, 


61, 


63, 


65. 


2) 


3) 


1) 


2) 


3) 


5) 


1) 


2) 
19) 


2 


= 


3 


w 


402 


3 1 1 

っ で OS2 + g eost 

3 1 E Leos4 

g 十 2 0S2X + gcosáx, 

5 os La 

8 sin% ~ 1$ Sin3x * 16 sino x 


sin (1-58) cos E-=) , 


2 w 2 cosasin (于 -<) ; 4) Y 3cos10*1 
in10° 
vo om! 6 ) sin8a*sin2a 
1 2 ES 
2sin 2 COS E 8) 5 
cos10? 
4sin8?sini3^sin21?; 
Asin 5 (452 (x) 
Sin 2 cos 2 6 


$9, 


4) 


2) 


3) 


4) 


5) 


7) 


8) 


CA. qa ぢ お \ n +$) 
4sin y sin (> = A sin (e 2) 
4sin 5 sin 2 sing 


4sin31?cos5?^cos1? 


A A 
v 2 sin ( 4 +a) _cos2a _ 
7 7 cosa , costa ? 
cos2a 
sina > 
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71. 


73. 


15. 


TT. 


79. 


b 
1D tg (4-7) , REP = arctg 75 
-— n の b 
12 2W a cos (i- $) ， 送 里 め =arccos 一 
TE 
1) 2sin («- 6) ; 2) 5sin(a - 36*52/), 
3) Ssin(a * 48*10^) 


1) hr (DA pez), 


| : 

の | ar 本 sez), 

o cop kez] 
f ] 

p (ht Du, bm keZ), 
»| Gens kez} 


3) RN, 4) (180% +45 | kEZ} 
y -5sin(6zf +0,8) 


» 27 E 

1) R22, EC 85-735 
H m- 

2) Rey, T-2, (===> 


3) R=1, T=2x, 07-5 


404 ! 


in(2t+ ES 
13sin arctg 12?" 
- 15 
l?sin (5x + arctg -g ) 
4 — x T 
8.0, 22 243,73 3) 2, 7 
sina + sin2a + sin3a; 


sina +sin2a +sin3a + sin4a; 


cosa + cos2a + cos3a + cos4a 


EE 2) 3 
Az オージー eZ y EZZ er 
ms E a gr EUREN d 
4sin3acos co ダー 2) ásin 2acost 3" 


Ely=l-V42, V2); 
E(y)9 [1-24 3, 24 3); 
E(y)-(-2, 2) 


A 
81. 1) 
2) 
82, 1) 
83, 1) 
2) 
3) 
84, 1) 
85. 1) 
88. 1) 
90. 1) 
2) 
3) 
小 测验 
第 一 组 


k 
1) sin1°; o[£ iz] 
ZEE nz + (DEA, ez 
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第 二 组 1) v 3cos25°; 4) [f kez), 


2n T | 
DA ti hez] 
25 a ME 


4. (11, 1) ; 

5. WAX (5, 1), (1, 3), (2,-2 的 三 角形 
7. 127,22 9 

8. 12 812) 

11, a+b+e=0 

14. R=12,6%M, a=11%28', B=18*32 

16, 1) m= t1, 2) |m ^1; 3) Im «1 


17. Dip 2) -Tr 3) -TaT 


、 1 
18. 1) うぅ 
19. CM = -0.54B - BC 
22. OC -b-a, OD=-a, OE =-b, OF=a-b 


2) - 15 3) 2 


24. 1) 4, 2) 9 
28, 1) Priya=Prj,b, 2) Prjsa= - Prjnb 
29. 1 1 a- b 

i 2 
sp YA, n-ik 3) -VË u 
35. 1) (6, 125, 2) (3, -2) 


36. 1) (3, -3); 2) (-5,22,3) (0,2), 
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4) (-4,-6) 5) (-9,- 4) 56) (- 6,-13) 
1) -2i- Aj 2) -i-8j 
AB -4i- 7j, BC 23i - 8j, CA=-Ti-4j 


op ABT ACD, 2) ABRCDA UR. 2 AB 1 1C り 


LB 25, IBC] 5/8, ICA =10 
l| =13 
1015455, 2) 18+2 ソ 17 


5 12 
1) cosa = ig^ cosf = i$! 


2) cosa=-0.8, cos8 - 0.6 


. O01: 2, -D 

. OX 4, -D 

. OX 4, -3), r=13 

. MyC-2, 00, M2, 0) 
. B(0, -5). Ba(0, 3) 


1) (0,-32; 2) (0, 5) 
1) (1,0), 2) (-4, 0) 

1) M-13, -13) 和 Ma(- 5, - 5) 4 
2) Mi 2, 2) 和 Mi(10，10) 


. Mi 5, 2) TIM;CO, 10) 
. Mi(— 5, 10) MM7, 10) 


1) C2, -1); 2) C2, -5) 


.C(5, 6) 
006, 4) 
C85, - 4) 和 Cz8，-7) 
.(-2, -0.0 , (2, 1.5) 
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65. B(9, 1) 
2 
68. 1) (-2, 1); 2) (=$, 2) 


69, C(- 2,- 2), DC(4, 1) 
70, (-3,-1), (1,0), (5, I), (9,2) 


71. A(6, 8) 72. A(-18, 9) 
73. B(2, -1) 75, C(4, -9) 
76. C(9, 5) 18. 409 
78, 16-124 3 81. 1) 12, 2) 2 
82. -85 83. 1) -26, 2) -25 
85. 16"16/ s. E 

・ ・ 25 


88. 1) Æ; 2) Æ; 3) PÆ 89. la] = [b 

91. 11( 功 的 単位 

93, 12 (-5, 9, 2 (2, 2, 3) (-3, 1)5 4) (0, 5) 

95. 12 (-5, -5), 2 (1, —5)5 3) (7-5, 1), 
2 CL,-D 

97, OC4, 4),0Y-4, - 4) 98, (3, -5) 

99， 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 互 换 位 置 

100. 1) (Q/2,- 3/2) , 22 (243-1,-2-v3) 

103. 1) (2, 2/32 , 2 (0, 4) 


ES 
106, 12 (2, DE, (4, -了 本) C1, で 
2) G, Drs 一 放つ 。 a, 49 
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108. 1) (0,2 , 2 (/73,-3, 3)(1,-1);5 
4) C2, V2) 

10. D G2 1 2 (VB, 55, 3) G, -E5 , 

-一 Ed 

4) Q72, ou 

111. 可以， 如 果 点 在 OX 正 半 轴 上 的 话 

113. V31 や 5.6 

124, 1) (2, 3), 2)(-2, 3); 3)(2, -3) ょ 
4) (-3, -2) 

125. 1) (3,-1) 和 (①,ー7), 2) (-3,- DÍ -1,-7); 
3) (3,1) f (1,70, 4) (-1,38) Í(-7, 1) 

126. 1) (-3, - 2), (-7, -4)M(- 1, - 6), 
2) (3,- 2), (7 ,- 4) HCL, -6) 3) (-3,2), 
(7-7, 4) 租 《-1。 6) y 4) (2,3), (4,7) 
和 (6，1) 

127. 13 128, (8,-2),(-2, 4),( -6, - 6) 

129, C(-5, -3) 130, B(-7, 1) l 

131. (0, 9.6) 132, 10 

133 10 134, A(-8, -3) 

1385. (-3, -3) 136, D(6,-3) 

137, D(-2, -2) 138. C(5, -5), DC1, -7) 

小 测验 


第 一 组 1) AB=(3,7), 2) 4(4,4) 3) Mi(2, -2), 


Ma(10, -10), 4) 90° 


第 二 组 1) AB=5i+9j 2 C(4,-3) 3) C(8,-2); 
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HIM 

3, 1) (-4, 0) 和 (8, -5); 22 (-2, 0) 和 (0, 7) 

10. 1) 6 平方 单位 ; 2) 20 平 方 单位 

12. 1) y+4=0; 22 x+6=0 

13. y=0, x= 5, y= 3Mx=0 

14, 1) y=0, x=-4, y=- 3, x=0, 
2) x= 2, y=0, x=5, y= 3 

16. 1) 4x-5y- 7-0, 2) 3x-4y- 7 =0 

17. 1) 2x+y+7=0; 2) 5x-2y- 6 =0; 
3) x- 4y-10=0 

19. 1) x-4y=0;, 2) 4x+5y=0 


21, 15 23. D (2,-1) 2) (-4,-2) 
zspcReLtern ned 
LL 
すす i E 
3) +3 =1> H) -gr ts! 
2.0 を ュ ュ 2) ead 


30, 1) 10, 2) 20, 3) 15 

31, 12 (2, 0) 和 (0, -6); 2) (2, OM (0, 4); 
3) (-5, OFO, -5 

37. 1) 30°, 2) 120°; 3) 78°41; 4) 108*26' 

38. 1) 81°52’; 2) 135°; 3) 22'18/, 4) 109'05' 
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:2 
.y= GA 


1) 1497?02/, 2) 70°59 8f 


1) x+y=0; 2) 4 ァ ー ッ =0 


Y: 


1 


1) 3x-y-0,2) V3x-3y=0, 3) x+y=05 
4) 3x-y=03 5) Ex+y=0 


1) y2x*8, 2) y» -/ 3x3, 3) y=30+3 


1) y= S. 2) ys -x-2, 8) y=2x-2 


1) 2x+y=0 2) 5x-y=0 ^ — 
1) P(4, 3), 2) (0,0), (12,0), (12, 16) 
TWO, 16) 


、 ツ ニー2 ァ ー12 56, 1) ys-2x*8, 2) y=-x-5 


1) x-y20, 2) 2x+y-4=0 
1) 3x+y-7=0;, 2) x- y+1=0, 3) x+y-5=0 
1) x-y50, 2) 4x+3y-12=0 ` 


1) 7x-4y+13=0(AB), 9x +7y-44=0 (BC) , 


2x+11y+28=0 CAC) 3 
2) 2x-y-1=0, 5x+ y-20=0M3x-5y-12=0 
1) x *y- 1 =0 2) x-2y-2=0 
1) arctg0,838%39”, 2) 180”-arctg3==108*26" 
1)a=5,b=-5, 2) (0, 3) l 
1) x-y+3=0y 2) x+y-2=0 
12 (1, -3); 2).(4, -2) 
1) (22, -4), (5, :21H(-5,0 5 
2) (4, 1), (-3, -3), (1, 6) 
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76. 


| 18. 


80. 


83. 


84. 
85.- 
87. 


88, 
90. 
91, 
93. 


96. 


97. 


1) 3x-2y-13-0, 2) 4x+5y- 6 =0 


1) arctg27 6326", 2) arctg 287"52 y 


3) arctg-55 31 920/ 


13 ・ 
arccos-85 "81 ?12/ 82. arecos で 2214^16' 


1) =67"23, 4567194, =56*19", 
2) ~76°16', =43%45", =59%9') 
3) =72%21", «58?28/, =49"11' 
1) 453'08/, 2) =46"61' 
25 M T 
arctg 751 2:49" 58 
1) ZA%25°46’, /Bz23*88/, ZC%130°3675 
2) / Ax6123/, LB= / Cr59719^ | 
arctg0.5 = 26*34" 89. arctg0, 75 236^ 52' 
1) 429'45/, 2) £48'22', 8) =82%52" 


' 1 : go 
arctg D 29*53' 92. arctg0, 57142: 29" 45" 


arctg ~ 35°32 94. 45° 


1) 2x- y+ 9 =0Mllx—2y+32=05 
2) y=0 和 x=0; (-1, OMO, 1) 


1 1 
y=2% 和 y=7%3 y= xx Mysz 
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98. D y=-3x Hy--ia 2) »--ixfy--ix 
100. y+2=0 101. 1), D , 35 中 的 两 直线 平行 


102. a 210 


104. 1) 5x-3y «2120; 2) 8x t4y 1950 

105. 1) 7x *5y 26-0; 2) x-6y-25=0 

106. 1) x-4y+6 20, 2) x-2y+2=0 

107. 1) , 3), 4) "PRUBEECARSE E 

108. k= - 3 

110. 1) 2x+5y+7=0; 2) 5x+6y+14=05 
3) 3x-2y=0 

111. 5x-9y+26=0 112, x+y+3=0Hx- y-3=0 

113. x+3y=0 114, x-y- 5 =0 l 

115. 2x-3y+10=0 

116. 1) 4x+2y- 9 =0; 2) 2x-3y+ 120 


117. 7x 43y 420-0 
118, 1) 10x +3y+2=0, 5x+9y+3=08 5x —6y -0, 
2) x *y 1070, 15x £4y - 18= 0 和 i 
10x- y-68=0 —— Sa ! 
3) 11x- 9y-26-0, 9x-2y-64-0RI 
2x-7y+38=0 
119. 1) 2x-—11y-29=0, 5x -3y t10- 0D. 
ー sz+8y+39=0) 
2) x+2y-5=0, x-y=0M2x+y-5=0 
8) 4x-5y+4 =0, 3x+4y+14=0H 
10x+3y+32=0 
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121, 1) 5; 2) 10 123. 1) 10, 2) 13 
124, k= 2 125. (- 2, -7) 

126. x-6y=0, 3x-2y50 127. x-6y=0,2x-3y=0 
128. 8x-11y 42-20, 5x-2y-15=0 ` 

129. 9x 11 y 42420 130, (8,2) 

131. üx -12y - 0 132. 8x -15y * 11 =0 
133, 4x — y *36- 0, x+4y-25=0 

134. 4x+5y-16=0, Ax 5y 425 -0 

135. 1) 2x -3v* 4 - 0, 2) 3x-11»-77 20, 


3) 3x42y- 7 20, 4) 45" 和 90"。 5) (2-9) 
136. x-y- 150 ` 137. 14x+7y-20=0 
138, 9x 42 —85-0, 7x -6y 51-20, x+4y-17=0 
139. x-3y-3=0, 3x-2y-16-0, x+4y-10=0, 
5x-8y-6=0 ` 
140. x-3y +8 =0, 5x-3y-32=0, 5x-9y+4 =0, 
x+6y-13=0 í ! 
141, 2x-y 4820, 2x- y- T 20, x 2y-1 50, 
ォ + キ 2 ター11= 0 。3z キ ッ ー8=0 和 z-3y+4 50 
142. 3x-y+3= 0, メオ 3 ッ ー19=0 
143. 3*ー ッ キ 1=0 和 x+3y-13= 0 
小 测验 A 
第 一 组 1) Ax-3y £372 0, 2) 4z+5 ッ +13=05 


E 4 
3) 3x-4y-10-20, 4) arotg ¿y 917%") 
5) x+1=0 
第 二 组 1) x-2y+18=0; 2) y-4=0; 
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3) x-3y+2=0; 4) arctg y S58°1175 


5) (- S, 4) 
MIE 
2. メー ター'4 = 2, x!-y'-3x-20 
5. x2+%2= 16 6, 2x2+2y2~25= 0 
x? y? x? y 
Be ge top sl 3 el 
x y F 
11. 9 172^ 1 12. x*+4y+4=0 


13, y?-6x+9=0 
14. 1) y'-6y*12x- 3= 0, 2) x*^*t6x-12y *212 0 
15. x!- 4x+2y+5=0 
16, x?- y?+6x-8y+25=0 
17. xt- y! 2 y'C x- 1) 
18, x! t y!- xy- 0 
19, xy-5x-8y *28- 0 
20. 1) 点 4 属于 ， 点 有 和 点 C 不 属于 
2 ) 点 天 属于 ， 点 也 不 属于 
22. 1) x'ty!-3, 2) (x t2)! * (y t5)! 29 
24, 1) x € D? * (y - 49) 17, 2) (x t9! t yf 
25. 1) (x-3) «(y £2? 284, 2) x**(y- e 
26. 1) (x-3)! 4 (y- 4)? 225i 2) (x+4)+(y-5)=41 
27. 1) (x4 2)+(y- 3)! 518 i 
2) (x-8 )2+(y+5)2=34 
29. (2, 0), <-6, 0), (0, 3280, - 4 
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31. 
33. 
34, 


36. 
38. 
40. 
41. 
42. 
43. 
45, 
47. 
48: 
49. 
51. 


52, 


53. 
54, 
55. 
56. 
57. 
58. 
59. 


(1，5) 和 (7，-3) 

1) (+ 4)2+ y2=1005 2) (x-1)? +(y +2) z235 
1) (x-3)2+(y-2)2=25; 2) x? + (y +3)%=25, 
3) (x-2)2+ (y+3)?=100 . 

(x—8) 4 (y - A3 2 25fl(x +5)? + (y-4)2= 25 
(x— 3)! + (y - 8)3 = E Cc - 27)? (y ~ 29)? = 292 
C(x- 29)! + Cy - 29)? 292 和 (x- 5)? + (y -5)2=51 
x? + y?=25 

(x— 4) 4 yt- AY 

%2 二 (ター2)2 = 34 

1) (x+4)2+ (y+3)?=42; 2) (x- 10! 4 (y +2)?=20 
(x+1)+(y+4)?=25 

tx-3)9+(y-22=13 

(x+2)3+(y+1.5)2= 6.25 | 
D O01 ~3, 5), r=V21; 2) O« 0, -6), r2 7, 


boc (a -E)r 
3), r2 8, 2) 0102, 5), r=0(ML 


不 存在 ), 3) 0i(-3。-7), = ェ ソ ゾー23 《图 不 存在 ) 


1) 103 2) ソ 157 

D 4x-3y-10=03 . 2) Ax- 7y * 29 50 
vV3x-yt9s/8 220 i 

xtytl-0 

5x+y-21=0 

Bx+2y=0 


1) 5x+2y-13=0) 2) x-y- 3-0 
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60. 1) 3x-4y-32=05 2)2x+5y+4=0 
61, 1) y-2x; de 2) 7x+ y-17=0 
62, 1) (x £2) * (y - 1)? 100; 2) (x- D? Cy 3213297 


$4, DEL, 2 ュー 1 
66 D 16 ls., Dei! 
$8. Bre Loa 
70 Dec 1, or 1 
72. 1 


74, 1) (-5, 0), (5, 0), (0, -3) 81 (0,3) ` 
2a=10 和 26=6 07 5 
2) (-4, 0, (4, 0), (0, -9) 和 (0, 9) 
2a = 18 和 22= 8 , . 椭 图 的 焦点 在 OY 轴 上 
76. 1) (-3, 0) 和 (3, 0); 2c= 63 


e 4 3 
78. 1) e= 55 2)»e = 
2 X. 人 
80. 27 734471. > 8 ter! 
E PAS ON AS 
88. 12755 tg 1 207399 * 47! 


KE S ado 2 
M. 1) rtis 2 6 
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93. 


96, 


98. 
99. 


100, 
101. 
103. 


105. 


107. 


GER yt s xt 2 
D i00 + 25 ^00 2) 7a tim | 
xb o Mts kt oll 
l)4ep tg "1s ptg i 


1) (12, DMO, 4), 2) (4, LOG, 2.4) 


,v17 "91. V245715:6 
E: APR . e a yt. 
144 4007! 95. 797-7736 -! 
xis yf. 

36 ^ 64 ^| 


(-6, 0 M (6, 0, (542, OMV, 0 
1) 2a-10, 25-214, 2) 2a-4v/8, 2b -18 
(-6, 0) 和 (6,0), 20=12 


1) 2c=165 .2) 2c=12 
4 .7 
1) e=33 2) e=5 
1) y tl» 2) y= 土 -2 人 2x 
y 

A A, E 
1 5 =15 2) 1$ ^9 ^! 
_ e. 
4 3 24 

xt Xt Ho 
Duet 53-317! 


i 2 2 y 
112. Digg = 1 和 -和 -= 


2) A M =l 
"dde o 
116. 1) jn E T zl; 2) Xo. 1 
117. 1) ーー =1, 2) Au Lua 

3) A 
ns. Da D a, 

3) md = 1 


120. D x*- y?= 9, 2) x!- y! -60 


122. (0, - fü (0, 4), (0, —5) 和 (0, 5); e= 


ajo 


125. D y?-20:;2) y?= ~ 16x;3) x?=8y34) x?= -12y 
127. D y2= 8xj 2) y2= -12x, 3)x?=16y; Ox'- —4y 
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129, 


130, 


143, 


145, 


1) 


1) 


. 1 


y!z1.8x; 2) y?= =x; 3) y?= -2x 
x? = -i» 2) x!-9y 


E 


je 


x--h Dasg Dyz- の y= 


3 ! 7 5 
G5, 05 D 1,0 3) (0,3% 0 (0,-) 
(-2, 0, 2) (5, 0, 3) (0, 4); 4) (0, 6) 

140, 1) (1, 4); 2) Q, DAA, 4) 
(0, 0) HCL, 1) 2) (0, 02 和 (9 , 9) 


(y +2)=5(x +4), 2) (y +4)=8(x +2); 
2 
(y+1)? = =z- 3) 


(x-2))218(y-4), 2) (x-5) - B( y F5); 
(x-3)=-1,8(y-5) 

(y=6)= -24(x- 4), 2) (x-3) =8(y +2) 
(x+1)3=ー20(yー1) 

(y +3)=-16(x-1) 2) (x+2)2= 24(y - 4 ` 
(x+3)2= ~ 8(y-5) 

y?=12(x-3); 2) y!- -24(x t 0j 
x*58(y-2), 4) x!-12(y +2)5 

x?= —12(y +3) 

(y*D?--16(x-2), 2) y?= 8(x+2), 
(14-21 =12(9+1)3 4) %2 ェ ー8( タ ー2) | 
(3,:-5, 2 (一 4。 -D 155. (-2, -3) 
(-1, 45, 2 (-3, 0) 


158. 
160. 
162, 
166, 
169. 
172. 
173. 
175. 
178. 
181, 
183, 


192. 


185. 


1) (-5, - 4); 2) (0, 0); 3) (2, 8) 
D y-25,2) x--8 
1) xz1.5, D x=0; 3) y=1.5 


n 


5 167. 3 

63^26' 170. 85°14’ 

153^26/ 

1) arctg4 776^, 2) arctg? 203725" 

99°28 $880^32/ 176. 1) 45% 2) 135" 


1) 23°28; 2) 60°  180.x- y-8=0, x+y-2=0 
6x- y+4=0, x *t6y - 183-0 i 

1) 3x-4y +25=0, Ax +3y = 0; 

2) 12x-5y-169=0, 5x * 12-0; 

3) 2x-3y+25=0, 3x c2y * 18-0, 

4) 10x+3y+32=0, 3x 10y 475 70) 

5) x+y+2=0, x-y- 6 =0; 

6) 3x-2y+3=0, 2x *3y - 1050, 7 

7) 2x-2y+3=0, 2x *2y- 9 20 


. D3xty-z-20, 3x-9y- 71-20, 


2) x-6y ^8 / 8 2150, 12x -2y-/ 8 -127 50g 
3) 6x+2y-1=0, 6x-18y- 2-0 z 


m 3) 
(22, -12) 187. (3 ・ う 
J, (4, 2) 190. (1, 3) 
59"02/ 194. 1) 36752/, 2) 34%42" 
¿9 
23*28' 196, arctgy 
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16 3 8 
197. arctg 33 198, arctg8, arctg os 


199. 3x- v- 16-0, 3x - y- 4-0, x+3y+12=0, 

~ w+3y-28=0 

200.(-2, -1), (~2, 1), (2, -1 和 (2，1) 

200, (-/3 , - DA (/3, -D 

202. x50, y=0, 5x+3y-15=0, 5x-3y+15=0, 
5x+3y+15=0, 5x-3y-15-0 


203. 28.8 平 方 单位 204. 24 平 方 単位 
2 PI 
205. 1593-91 206. e 
x* y a M , 
207. 100 4e = 1 208. (0, 02 和 (3 , 6) 
209. y-2=0 210. p=8 
小 测验 


3 y 
第 一 组 1) 2x+5y+1= 05 2) iat ua l3 


2e-di y= 1; 5) y= ~4 


bd 3 x? v2 E 
第 二 组 Dx-y+3=0) D e- 3) 759 712957 D 


4)x2-8,5) x-5 
PLN 
1. 1) Big: AD, BC 和 A1D1, AA Bs; 
2) Bü: 48 和 Ci の 1, AAHCIC 
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20. 


21. 


23, 


24. 
27. 
28. 


1) 没有 ，2) 没有 

1) 273 2) 13; 3) 21 

1) BA, 2) AB, 3) 0 

1) BBs 2) CC 3) AD; 4) DiB. 

1) AC, 2) Ads 3) 44 

22, 6), 7) miS A RAS 1), 3), 
4) , 5 中 的 三 个 向 量 不 共 面 


. D ADi=0'p+legtlers 2) AC=1+p+1+3+1+2 


3) AM «1p 0g er, 4) ÁN = lipt lider 


5) AP= S pirqeir 


DA=- DB- の C+ 3 DM, 提示; AMA ROM -= 


BOC *OA«OB) (参看 习题 16) 


1) MO = a+0.5 + 二 ci 2) MD=10a+1*b+1>05 


1 

2 

3) MN 2 1a- lb4 le 
2 2 


1) (3,2, -85), 2) (2,0,- D, 3) (0.5,4 2,0) 
4) €0,0,3), 5) (-4,0,0, 6) (0,0,0) 

1) a=(2, 3, -5) 2) b=(-1)-2,3) — 
AB=(-6,7,-5)) MN =(-4,-5,-4) 

1) (1,5,-3); 2) (5,3,-2), 3) (-2,5,-1)5 
4) (6,9, 12, 5) (4,-3:8), 6) (- 5,12,- 9) 
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29. 1) 共 线 ; 25 PRR 


30. n= 6, p= 

31. 1) 3; 2) vib 3) 421 4) 3 
32. 12 5, 22 0 33. 64/2 

34. 8 . 85. 10 


37. C(5, -2, -2) 38, C(4, 0, -4D0- 
39. (-2, 1, 3) 


41. 1) cosa=cosf = cosy -Y3, 
, 2) cosa = $ cos B=%» cos?= 0, 
10 3410 
3) cosg= 0 , cosf= YA, cosy = sE x ; 


4)a=0, B=Y=D0* 


43. 10235, 202 7 M. -8 


.45, 1) 90% 2) 90% 3) 60% 4) 60% 5) 45* 
63 4 
Mr arc c0865 ， 48, arc cosy 
49. arc cos -- 51 cos( GA CB)=2 
11 : ! í 3 


52. 1) EM) 2) REM 54. (p, の =60° 
57, 1) 0, 2) 24e, 3) 12e, 这 里 e 为 向 量 a xb 的 单位 
向 量 j 


4424 


59. 5i-10j-5k 61, S=426=5.1 (平方 単位 
62. S = 5/2 を 7.07 (平方 単位 ) 

64, mo(/) = (3,4,3), ap= - 44?89', f -33*14' 

66. (0. 2, 0) 68. 10 

6. (- 1,2, 5), (4,73, - 2) 

70, a+b= (1, 5, -1),a-b= (5, 1, 9) 


71, cos a-À, cos P= $ cosy = +: 
し で i T 
72, coi(a,b) =£ 73. arc cos S. 


小 测验 


第 一 组 1) la = 9; cos a=, cos ge T. ce 


2) costa, 5) = 3) 5i+5j-10k 


第 二 组 1) <BAC=45", 2) 93).5 ど =6.66 


(平方 単位 ) 
MN " 
01, D 点 4 属于 平面 ck 2》 点 4 不 属于 平面 h， 
3) 直线 o 在 平面 < 上 ， 4) 直线 o 不 在 平面 6 上 
5 ) 点 属于 直线 6 ) RM T HA 
7) 直线 a 与 平面 a 交 于 点 4， 
8 ) 直线 o 与 直线 p 交 于 点 已 
9) 直线 ;与 平面 B 交 于 点 B， 
10) mia RUE BATH: 

425. 


43. 


45. 


43. 


1D AA, B, CHF HB; 
12 点 MM 和 版 入 属于 直线 p， 
13》 平 面 c 不 是 平面 B 的 子 集 ， 
10 点 MM 不 属于 直线 4B， 
15) 直线 C 刀 不 属于 平面 c 


1) BE fy. 2) a£? 3) (4, B) 65; 
4) qn (MN)- 4, 5) bnc=c 6) anf =p; 
7) con, 8) (A4, B, C) Ca, 9) cef 
10 $502) 是 无 穷 解 集 30 可 作 一 个 平面 . 
1) 正确 ，2 PEM 
一 个 ， 四 个 或 六 个 

e 18. Vig 

.三 对 23. 48cm 

。12cm 25. 4.5cm 

. 1) , 2) 是 无 穷 解 集 38、10cm 和 15cm 

. 18cm, 27cm, 36cm ` 


1) 直线 c 和 不 相交 ， 因 此 不 能 确定 户 | a 
2) 根据 直线 和 平面 垂直 的 条 件 可 得 bw 
3) bqia -—P La, pfaLb =>p Lb, ¡Am pla, 
pb, anb, (a, b) ca pla 
ums 44. p の 
v3 E 
NES 1. a 
12cm 和 20cm 49. 24cm 和 26cm 
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50, 51cm 51, 10cm 


- 2 1 — 
2. Je : - = 一 人 到， 地 9a= V 2 
5 jg 99. tg の =15 の ーーー ッ t8% M 


54. v/8a 58. Y m 
59. ——m 60 2 ソン 

・ ジ 3 : z 
61. cosa a 62. V a * bà e cà , / adc) , bà ci 
63, 3cm? 64. 75cm? 
65, 42 ツ ソ 3cm? 66. 2042 m2: 

， 一 ¿ 

67. 2//$2m > 68. “Ss 


70. arccos(cosacos”! p 71, qa 


72. lasbec)mem) 74, 3.75cm 


75. Vm- a? 76. 17cm 

77. 15cm, 20cm 78. arccos( ツ ソ 2 cosa) 

79. 2arcctg(2cosa) 80, 0.SasinB. — 
sins . 


2 


81, arccos = 41%24', 2arc cos). 82? 48' 


82, 2arcsiní O 83. 45* 


427 


84. 13cm 
86. 2(/3+1)g 


88. arc cos ( tg 5 ctga) 
小 测验 


85 


. arcsin(sinasin8) 


87. 90° 


第 一 组 1) 32cm, 2) 124 2cm? 
第 二 组 1) 8cmj 2) 54cm?; 
第 九 章 
1. A; BAD — 3. x+3y-22-5=0 
4. x+3y+22+9=0 5. x—-3y+2-7=0 
7, z-1=0 — e T 2 
9, y+2=0 11. wx-y=0 0, 
12, 2x-2=0 14. 3x+2z- 1 50 
(15. 2y-32+11=0 17. 8x+7y +182 +35=0. 
19. 2x-3y+2-7=0 21. 2x- ytz gi ^ — 
22. x+y- 1-0 23. 2x 48y c 42-820 
25. 72%02' 27. 1 
28. 11 30. ソ 6 
82. [oom 320, 33. de 1-70 

ッ ー タ ー 2 =0 タ <+ 2 =0 

メー 2-0, 
35. 1 

y+1=0 
36. 1) 平行 于 0Z 轴 3 2) 平行 于 OY 轴 ， 

3) 平行 于 OX 轴 

moas ec rn 
40, x= 1 +, y= 4 +4 2¿=-3-3t 


2. 


44, 


47, 
51. 


54, 


97. 


63. 


64. 


65. 


xt2. tl. 248 


2 3 4 
24.4 243 212 
cosa 土 13， cosh tds cos? tis 
68^53' 49. 21%07' 
2x +4y +32 412-0 
vaa 8 2 ¿Y 14 
-osa = tY = キー = ネン 
cosa= t cosf iz cosy = t 14 


ニル O 712 ] -1 
i ーー 56. (1，7，- 1) 


EL, (1,-7; 27 
4 を +2 ッ ー タ ー7 =0 


xi2.372.á4 1, x=-2+2ł, y=2-4t, 


2=-3-5t 


2. E x= -t+1, y=t+2, 


z=vV 2t+3 . 

5 67. 2x+y=0 | 
. 2%- y *22- 9-20 69. (1, 4, - 7) 
2 arcsin;; 71. (0,0, - 2) 
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小 测验 


io x-2, y*8. 2-4 
第 一 组 1) 一 一 i E 


x22-1, y=- 8 tM, 224 -2t; 
a 25g ve 
2) 7x-2y+32-6=0y 3) sinf; 14 


-— *ー1 y-3.2*5 
第 二 组 1) 一 = 二 7o 


=1 +3t, y= 3 -4t, z=- 5 +7; 
2) x+14y+92-30=03 3) (10, 10, - 3) 
第 十 軍 
1. 三 楼 柱 ，5 个 面 ，6 个 顶点 ,9 BE, 3 RM, 
四 棱柱 ，6 个 面 ，8 AWR, 122688, 4 条 侧枝 
六 棱柱 ，8 全面 , AWA, 18% BE, 6 RAR 
2. 三 楼 福 ，18，9 和 6 ， 四 棱柱 ，24，12 和 8 , 
六 楼 柱 ，36，18 和 12， nW: 6n, 37 和 2 
3. 0, 4, 18, n(n- 3) 
4. 120, 1, 8, ^- 3, 22.2, 9, 307-83. 
5. 16d, 24d, 40d, 8d(n- 1) 
. 180°, 360%, 720”, 180*(n- 2) 
11. 20 5my y 3 mA 2m? 


12. Aya i 13. Y n X 0.5 


15. 45" 16. 180cm? 
17. 300cm* 18. 4.5cm 


- 19, 


23. 
25. 
27. 


29, 


31. 
33. 


35. 
37, 


39, 


42. 


45. 
47. 
50. 
51. 
53. 


1)29, 2) 2V 14=7.84 20. V 2a 和 和 2a 


13 NA 
m d 24. d= s di 
arc A 26. zaretg 2 ~70*32/ 
12+ 4/3 =190(cm) 28. Va 
Va 30, 21 
50cm 和 504 2 cm 32. hvVatbi, 
qz 和 Ww 2 a? 34, 1), 2); 3) 能 ; VA 
EY 36. So s 
3138 38, ユン 3 gs 
4 4 
84/2a, ul 40, 16cm 
arctg (2 H) 44 LEs 
D 21, 2) 8/2Q 46, vS:ivQ 
QUIS. 48. 432cm? 
ンー (b3 ca) IS (gl DE 
600cm? 52. 10cm 和 24cm 
1056cm? 54. 432cm! 
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55. 140/ 2cm* 
v3. 
3 


EJA 


58. 4500cm* 


60. 48 ン 38cm* 
62. 940cm* 
$4, 1600cm* 
66. 1360cm* 
68. 600cm? 


n. DJe- ny eE, 


56. (80 +24/ 2 )cm? 


a, 2) 4al+2a?, 3) 6al + 3a? 


59. 4l'sin a Y cosa - 
(0<a<90”) 

61. 3s 

$3. 120cm? 

65. 2696cm* 

67. (V2 + 1)ab 

69. Y 3cla+b). 


3) vVb?- al 


^". DY 4h8 + £, Div EDE ; DIVA 


Dd RM — 
72. ATE ng, 3) hi+al 


74. ie V 3a 


AY 1 + costa 


76. sina 


UT. 


75. Y 8 mcosa 


a 
— 
Y 2 cosa 


5 


79. grosa 


a? 
“81, Ltga 
2 g 


: ー E 
82, —-2— 83. 180* —2arcctg(v/ 3 cosp) 


4cosa 
84, 94/33cm* 88. 24cm 
89. 6cm 91. 5cm 和 6cm 
92. 24/6 em! 93. 60%, 90%, 120°, 90? 
94. 3cm 95, E 


96. 1) VZ-1; 2) 1, 3) (Yan - mom 
7. 112.5cm?, 50cm?, 12.5cm* | 
'98. 18cm 99. 36cm? (x 


100, 1) OS ; 2) Je- よ Ge- 5 1 


3) v ci- (a- b)? ¿Mi 


101. n(n— 3) 102, Leca- め 
103. 6dm 104. 72cm 和 18cm 
105. 9cm 107, 26cm? 
Y 3 Who? 1 
108. V S6 (a* 125) xa! ) 2) laty hita?) 


3) lay Ta +v 4184307) 
109. 1458cm! | 110, 12cm 和 8cm 
2 ーー > am 
111. TT 4143) 112, 3a? 
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113. VV Wr -om 114. 4 2dm 
115, 3s . 116. ie 
117. Javi +y 5a) 118. テツ HC- Thy 
119. 24 3r(k+r) 120. 768cm? 
121. 18cm2 | - 122, 50m? 
123. 45v 3 cm? 
3 2,1 2 

124. 1) SG] sh lab), 

2) (a+b) ahi+(a-b), 

3) IN 

4) taro) AI + Ca- byrctgrl80 
125. 1728cma 126, 124cm? 
127, 432cm? 128. 273cm?A1175cm* 
129. 1152cm? 130. (242 e 
131. 906cmP" 132. 480cm2 
133. 928cm? . 134. 16cm, 30cmÁl34cm 
135. 6(6+ ジ 3)72 136. 78cm2 
137. 2 ソ 5g2 142, (344/8)d 
小 测验 


-第 一 组 1) 144 4 15/8 2170em*%; 2) 164 3 cm? 
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第 二 组 1) 906cm2; 2) 30cm? 


第 十 一 章 
1. 10cm; arcsin E 2. 25zcm? 
3. 480cm? 4. 304/38 cm? 
5. Fla da 6 2arctg + 
: 3 < 2 
7. 10cm 8. 0.5( ソ 1+sim2g - sina) 
9. 12/372 10. 40cm?, 100cm? 
2 ^ 2 。 12 
11, 0.5a?ctga 12, 60cm?; 13cm; arcsin13 
13. AME. s -© M. 32/ 3cm2 
tga 
y AA 2 に d 
15. 18/3 cm? noo q, -8 : 
1. ソ 3 18. im 
19. 0.5 P/2H1- RÀ ^ — 20. im 
_V2HR _ . V 8HR 
21. da RR Uu EUR 
a. te 25. ーー テー360* 
・i2'57 * VR+H? 


26. a= Pago, 在 等 边 圆锥 的 情况 下 a= 1807. 
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27. 
29, 
31, 


33, 


35. 
36. 
37, 


38. 
39. 


40. 
42. 
44. 
46. 
48. 
49. 
50. 
- 52, 


54, 
` 56. 


68. 


La 


30 2 28 . 360* 
VER 30. (R=r)tga 
34cm 32. (R+r) / h- CR - r9 


Lv M; M,» 84. 18cm?ffl8cm* 
9cm?, 8cmz 和 7cmz 

(ER, 0,0), (0, ŁR, 0, (0, 0, +R) “ 
1) (x7 202! e - 3)? * (z- 4 )?= 253: 
2) (x* 3)! y?+(2- 4)=2 


"BA, BAD 


1) (0,0, 0), R24, 2) (1, -3, D, R= 6; 
8) (3, -4,2), R=5; 4) (-5,-1,-3),R=86 
x? + y? +z?=29 41, (x-2) & (y 10? t (27 8)! - 14 


(x- 2?) *(y + 8)* t(z & 1)=21 

(10, - 6, 8) 和 (-10,。 6, - 8) 

1 47. 5 

4cm E 

1) 0(0, 0, D r2 2/2, 200(00,2,0, 2/8. 

1) As; 2) 51. (R?- a) 

(R3- mi): R? 53, zx R?cos'a 

gv ARI d 55, La 

7cm 57. 11cm 

12V 3 R? . 59, -2 
Pans 
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VE VAS た E aa 
MAA $1. Zina b AR 
$2, 2Rsina 63. h ctgatg $ $ 

us A e EP 

64, 24 . 65, 13cm ^ 
66. 5cm | i €7. 2.5cm 
68. l6zem* 6 

cm Fj 
70. PEI 71. 12cm 
72. 1) っ 2) 1 cosatg < 

^ 2sina 2 


73, h/2RRh- 13 (M<2R) 


2 SEG. ARP き 
74. tg っ ゾウ ctgg 75. Sind : 
76. 5cm 77, Y Rr 
R v8 o 2 の 
78. E, YS sn T9. R sin? ,(2cos (45* - 52) 
30, Dart) T 81. 90em ^ 
82, 69.3cm? 83. 1) VBa 25 a 


R'igav/cos( + a)cos(9 - a) 


Mio : 85. cosacos’ p ` 
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86, 2v 2 d'sin(45* +p) 


Š 87, 24cm? 

SinCcOs の 
88. 45" 89, iun 
90. 5cm à 91. 27xcms 
92, 150cm? 93. 24zcms 
94, 1) 22r, 2) rig 或 r ctg ^" 
小 测验 

2h à 
第 一 组 1) —— —s. o 2) Miem? 
2+ctg > 


第 二 组 1) 4d? ats 2) 15cm 


wr 
Va, 2) Y O5. Lu rigor 
1, DIF 2 YES 2, aM 2M 
3. MV mtn 4, 12cm 
5. ツ $15,853 6. 9829cm* 
7. 48 ソ 11 cm? 
8. IPsinasinfBv costa + B)cos(a — B) 
9.: 2048/ 3 cm? 10. 5040cm? 
11. 35364 3 cm? 12. 3840cm? 
13. a'sinactgB. 14. 2a'sinatgfcos うー 


1438 


16, 
18. 


19. 


20. 


21. 


23. 
25. 
27 


29, 


30, 


32, 


34, 


35, 


36, 


AS 
AMALEP VIV, STI 


EMARKET 3S 。 高等 ギャ ゾ 89 
1 E hay D hay 3) a 


je 22. 1530cm? 


v 0.5pqmsina X 24. 24v/ 2 cm? 
0.5a sin(a * 30^ sin(a — 30°) 


a-'ctggsing - 28. ablsinasinf 


a? di UA 
1) a Y 3b*—a? , 2) で ソ 4b3-2a? y 


3) ラー ソ 3(8-g 


VEAR- M) 31, Lv QC Q3) 


v2 y 33. 1127 
i2? . 


8Ss into v 2Sctga . 


3sina 


... a'sina : 
"uites 30 costa NUT) (0945500) 


1 ーー v3, 
6 "Cosg ソ Ssina 37. va 
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38. 500cm* E 39. 80cm? 
40. am MP 
41. $ a'cosacospu/ —cos(a + KB)cos(à — B) 
1 Bein? E 
42, ga sin atgB 
43, 1) -Cat + ab EON, 3B- (a-b) , 
i Ae EEE 
2) y (a! ab +b / hn- Lca- 6)23 
3) V3 qi cob + DY TF B-(a-b) 
44, am, 45. 624v 3 cmi。 
- 46, 1 - b')tga ‘47. La - b) 一 cos29 
4 6cos の 
48. 1900cm* ay, db - DY a+b? tga 
1213 
50 cosa : sina 51. "dlsin2acogg 
52. Lasy S 53. 21.5% 
55. MEL, me FEER, 
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56. 


58. 


60. 


63. 


64. 2 


95. 


97. 


69. 


Ti. 


73. 
T5. 


77. 


79. 


81. 


-QER 


T ATE 
2472 


。 a 
2ra3sinwcos y 


底面 半径 筹 于 


| 87. 


61. 


1 : 
す "esinatga 


; V.V,=1(a+2b):(20+b) 


1 a 
ete — 
3 r*ctg 2 tga j 


$5, qe 31 


En, iure Er, 高等 チン SR 


Trtga (R3- r$) 


3 


676 
Tg nem 


a 
22a*sinacos? 7$ 


12cm 


1:3/3 20.10 
2149cm? 


5116 


408 ssi 


112500zcm? 


66. 


` 8o. 


82. 


i T alisinzacosa 


11470zcm* 


. 793zcem? 


, 47.6% 


. 3:2:1 ' 
. 45zem* 和 243rem? 


51 ae- 9 ソ 3 ) rem? 


l.p 
3 xR 
A nim l 
3 Rasinz 一 4 
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89. 


91. 
94. 
96. 


97. 


99. 


・ 101. 


102, 
104, 


nh? 


sin 
6sin っ 


. 34182zcm* 
. 1) 1.5z 立 方 単位 


3) 24z 立 方 単位 
16 

D ipn 立方 单位 
mn. 

D 3 立方 単 位 

-加 -x 立方 单位 

信 々 a*6 立 方 単位 

D 一生 立方 单位 

D arae, 

1.57 立 方 单位 


D Berrya 


3) 71.1 ヶ 立方 単位 


3600cm? 


84. 37532 pa 


NIMM 
3 a 


cm? i; 


2) 12r 立 方 单位 ; ・ 
4) 4 立方 单位 


2) 8.1ir 立 方 单位 ， 


92. $e 


2) 16z 立 方 単位 


ai 
2) -三 -立方 单位 


2) 30 々 立方 単位 ; 
4) -各 々 立方 単位 


103. 35004 3 cm? 


v2 m3cos9 sin2 の sin2a sin”? (45° +Ø) 


128 
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105, 


v 2 gs 106. 2//8a*, V Sai 


24 3 
3 3 2 3, inf 2, 
107. ya 108. $^ sinasinBsin(a + PB )tg*p 
2 : 
109. 3 HetgBetgrsina 110, 96.75cm? 
111. y aPcospsintesin* 3 
1 pe E 
112. 733 "4 Y cosa sin El 
2 Risin? 12. 
113, sR sin?ocos 也 
4 
na Sam A ræ 
116, 829 117, $am 
118, SaR 119, 20 R1/ RE 9 
10 . 
120. cgi "Psin2acosa 121, ra? 
小 测验 


ーー 3, i 
第 一 组 1) Som 2) ESI, a) -并 立方 单位 


6cosa 


第 二 组 1) 360cm^;2) 2sa'sinacos! 2,9) 15- a tr Jy Mt 
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18.. 


19. 


E Pi 


MEAN. 16. /32Q. 


p 4. Soa (o +2Hsin-5- 


127a? 


底面 半径 等 于 -0 有 p wap! CIR 


mr / LE, NSF 


底面 六 共和 高 都 等 于 E 


AE GLLAR, 高 待 ず 2 


mms E 


S 
T 


67” 高 等 于 2V = 


s 0.5712^c081——sin"1—7-cos "la 


2 
A +a 


2a Rsin 4 c05(B—a)sin"! 


-B. 
2 


40.8zem? 20, E (a3 +7) S 
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21. 


23, 


26. 


27, 


29, 


31. 


33 


35. 


36. 
37. 


39, 


41, 


43. 


46, 


¡9 


180 : 
Arisin p sin 2 22, 120mem? 


Rr AEP a 
0.5zofcos? テ cos la 24. 2am?cos? 5 cosa 


Kia 7? p, 高等 る 


a 


a. V2 anr 
2a (Ri- r?) 28. p 
Rr. a 
Pe 30, 2z/2sin (5*2) cos (s*-4 
mon +2 
atc cos 7g 32. As alcos Ar 
4xr? 
2 SANT 
169rcm a. ni m 
mi 
D ton E 2-5 20$5- 
13:1; 2) 911, 3) 2:15 4) 411 
3 36 ヶ アタ 88, 2500cm? 
275: cm* 40. 4nR'sin (9+ 2) sing 


+ (v8 +2) xR? 42, aps fa l 


HB 45. 2nrH 


2arH 47，8r 平 方 单位 


) 


x 


48, 70z 平 方 単位 50. 40z 平 方 単位 


51. 5 平方 単 位 52，49z 平 方 单位 


53. 17640zcmz 或 16800zcmz 

54. 90z 平 方 単位 55, 4/2 135 448 
56. 2:3 CHAPA 57, 30zem2 。 — > 
58. 2.5cm, 1.5cm 


a: o, 2 o a 
59. Tafctg’ sin (15 +5) cos (15 -4) , 


A ro E 
gre ctg 5 cos 5 


p 
€0. 2am (m+n) sina — 61, ブー 


e 


62. Exa! 1.68, alg ^ sin"!f 


64、50zcm2 衝 2450zcm?2 — 65, 10cm 


2S 
$7, 18 68, 25 E 
cos? q 3 
69. 0. 5ctg* cos? cosa 
小 测验 
zii 
第 一 组 D 4w 2 zScos (a+) 32) rosa. 


第 二 组 D poe 2) 4s l'sin'atg! (a -$) 
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